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Zur Strukturtheorie separabler Algebren. 


Von Günter Mitas in Hamburg. 





Will man die Theorie halbeinfacher Algebren aufbauen, also etwa die Wedderburn- 
schen Struktursätze beweisen, so benötigt man dazu Begriffe aus der Theorie beliebiger 
Algebren, wie Radikal, eigentlich nilpotent usw., die nur um ihres Ausschlusses willen 
definiert werden. In dieser Note wird daher versucht, die Theorie halbeinfacher Algebren 
unter Vermeidung derartiger Begriffe aufzubauen. So wird der erste Wedderburnsche 
Struktursatz (eine halbeinfache Algebra besitzt ein Einselement und ist direkie Summe ein- 
facher Algebren), allerdings etwas abgeschwächt, fast ohne obige nicht in eine Theorie 
halbeinfacher Algebren gehörenden Begriffe bewiesen. Die Anregung hierzu verdanke 
ich Herrn Professor Hasse. 


Überdies ist es bei einer Voraussetzung an den Grundkörper möglich, den Beweis 
konstruktiv zu führen und somit die direkte Summenzerlegung der Algebren in endlich 
vielen Schritten rechnerisch herzustellen. 


$ 1. Das Hauptpolynom einer Algebra. 


1. Gegeben sei ein explizit bekannter Körper 2. Der Begriff ‚explizit bekannt‘ ist 
in [5] $ 1,1 erklärt, es wird etwas weniger als von v. d. Waerden [8] und M. Kneser [1] 
gefordert. 

Über 2 sei weiter eine Algebra A vom Range n gegeben. Die Elemente u,, ..., u, seien 
Basiselemente von W/2. 


2. In diesem und im nächsten Paragraphen wird über Indizes, die in einem Ausdruck 
oben und unten vorkommen, von 1 bis n summiert, einfach vorkommende Indizes durch- 
laufen unabhängig voneinander die Werte von 1 bis n (in Analogie zur Tensor-Algebra. 
Das Transformationsverhalten und invariante Aussagen werden durch diese Schreibweise 
ersichtlich). Die i-te Potenz der Unbestimmten £ wird mit £', die i-te Potenz eines Elements 
a bzw. einer Matrix M wird mit (a)' bzw. (M)' bezeichnet. 


3. Durch Adjunktion von n unabhängigen Unbestimmten & wird 2 zuK=A(E,...,£*) 
erweitert und das in WA, gelegene Element x = £u, (allgemeines Element) gebildet. Ist 
ER = ERGO = ET + ET ++ ml) E (mit ld) = Fell, .. €) 
das normierte Polynom niedrigsten Grades aus ZK[Z], das x als Nullstelle hat, so heißt 
das Polynom A,(£) = R(3, &‘) das Hauptpolynom von X. Das Polynom A,(£) kann durch 
ein lineares Gleichungssystem bestimmt werden. — Für ein Element a = «'u, heißt das 
Polynom R,(£&) = Ri£, a) = {" + g,la‘) 2"! +++ g„(a)') das Hauptpolynom 
des Elements a. Es ist a Nullstelle von ZR,(£). Die Polynome A,(£) und A,(£) sind von 
der zugrunde gelegten Basis unabhängig. 





ı) Daß R(£, &‘) ein Polynom (und nicht nur eine rationale Funktion) in den # und somit R(Z, «') bildbaı 
ist, folgt gleich unten. 
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Ist F,(£) das charakteristische Polynom von x, so ist bekanntlich x Nullstelle von 
£F,(£). Es gilt daher ZR,(£) | £F,(£) und somit 

4.9) . R.(&) | Fxld) und RO | Fl). 
Nun ist F,(£) als Polynom in £ normiert und als Polynom in £, &,..., £&* homogen. Da 
R,(£) ebenfalls als Polynom in £ normiert ist, ist unter Anwendung des Gaußschen Satzes 


auch R,(£) ein Polynom in £, &,..., &* und als solches homogen. Folglich ist p,(£') in & 
linear, p,(&) = — yi&'. — Die Funktion 


(1.2) ip(a) = — pıla') = yia' 
heißt Hauptspur oder kurz Spur des Elements a = a'u,. Offenbar gilt 
(1.3) ip(aa + Pb) = & jp(a) + P ip(b) 


für a,b aus X und a, ß aus 2. 
4. Für ein nilpotentes Element a aus X gilt der 
Satz 1.1. Die Spur eines nilpotenten Elements a aus U verschwindet. 
Dieser Satz folgt aus dem allgemeineren 


Satz 1.2. Ist das Element a aus U nilpotent, so haben das charakteristische bzw. das 
Hauptpolynom von a die Form 


F.(&) = &* bzw. Rule) = Cr. 

Der Beweis von Satz 1. 2 wird wegen (1. 1) für F,(2) geführt. 

Ist M, = (a;*);, die Matrix der regulären Darstellung von a, so ist mit (a)’ = 0 
auch (M,)’ = 0 und die Determinante von M, verschwindet. Daher gibt es einen vom 
Nullvektor verschiedenen Vektor o/ mit oa} = 0. Wird oi zu einer regulären Matrix 
Z = (o}),, ergänzt, so ist 


0 0 ... 0 
* 

zM,I-1 = MW 
* 


Mit (M,)" = 0 ist auch (M®)" = 0. Somit kann dieses Verfahren fortgesetzt werden; 
es entsteht durch eine reguläre Transformation eine Matrix 


ZIM,ErI = ME, 


die in und oberhalb der Hauptdiagonalen nur Nullen enthält. Aus der Invarianz des 
charakteristischen Polynoms bei regulärer Transformation folgt die Behauptung. 


$ 2. Die Separabilität von Algebren. 


1. Gegeben sei eine Algebra X vom Range n über dem explizit bekannten Grund- 
körper 2. Eine Basis von X/Q2 sollen die Elemente u, mit u,u, = yi,u bilden. Die Matrix 


[ = (ip (u; u,) )a= (Yıyın)ir = (Ya)ır 


heißt die Hauptdiskriminantenmatrix (kurz Diskriminantenmatrix) von A/Q2 bezüglich 
der Basis u,, die Determinante dieser Matrix heißt Hauptdiskriminante (kurz Diskrimi- 
nante) von X/Q bezüglich der Basis u,. Bei einer Basistransformation multipliziert sich 
die Diskriminante mit dem Quadrat der Transformationsmatrix. Somit ist folgende 
Definition von der Basis unabhängig. 
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Definition. Eine Algebra VA mit der Basis u, über 2 heißt separabel (genauer: haupt- 
separabel), wenn die Diskriminantenmatrix 


F= (fp (u; us) )ir 


resulär ist. 

Diese Begriffsbildung ist auch invariant, wenn zu einem 2 umfassenden Grundkörper 
übergegangen wird. Die Definition stimmt mit der üblichen Definition der Separabilität 
(halbeinfach und bei jeder Grundkörpererweiterung halbeinfach) überein. Dies ist bei 
Kenntnis der Wedderburnschen Struktursätze leicht einzusehen. 

It W=NW,®°''@ N. die direkte Summe der Algebren W,,..., W., so gilt der 

Satz 2.1. Die Algebra = WA, 8: ®@ N. ist genau dann separabel, wenn jede der 
Algebren W,,. . ., Yı separabel ist. 

Dieser Satz folgt daraus, daß bei geeigneter Basis von W die Diskriminantenmatrix 
von X sich diagonal aus den Diskriminantenmatrizen der Algebren W,,.. . ., X. zusammen- 
setzt. Dabei isy zu beachten, daß die in VW; gebildete Spur eines Elements aus W; gleich 
der in A fen Spur dieses Elements ist. Dies folgt daraus, daß das Hauptpolynom 
von X das Produkt der Hauptpolynome der Algebren W; ist, gegebenenfalls (wenn W kein 
Einselement besitzt) dividiert durch eine gewisse Potenz von £. Letzteres ist unschwer 
zu sehen. 

2. Weiter gilt (Frobenius [2], 507, MacDuffee [4], 297) der 

Satz 2.2. Jede separable Algebra W besitzt ein Einselement. 

Sei zum Beweise 


el yı u, xl 
Bu u 9 BR Ham. B I1= Ye e = (e...e") usw. 
en" yr Un an 


Ist dann e = e!u, = e’u eine Linkseins von W, so gilt eu’ = e’uu’ = u’. Hieraus 
folgt durch Spurbildung e'’T = g’, so daß eine Linkseins von A notwendig von der Form 
e—= y;y'ku, = g’ Tu sein muß. 

Sei nun a=a'u,= au ein beliebiges Element von W. Mit den regulären bzw. 
antistrophen Darstellungsmatrizen M, bzw. N, von a gilt dann ua = M,u bzw. au =N,u, 
so daß der Ausdruck uau’ einerseits gleich M,uu’, anderseits gleich uu’N/ ist. Hieraus 
folgt durch Spurbildung die 2. Frobeniussche Relation MAT =[TN;. Es gilt dann der 
Reihe nach 

ea= gl 'ua= g’F'"Mu= g’N,F"u, 
und daraus folgt weiter wegen 


N, = (1° 9) (ya = (a yeride = lat ar) yore = a 
schließlich 
ea=alT"u=adu=a. 
Ebenso folgt die Existenz einer Rechtseins und damit eines Einselements überhaupt. 


3. Wie in der Riemannschen Geometrie mit Hilfe des metrischen Fundamental- 
tensors g;x, so lassen sich hier mit Hilfe der regulären symmetrischen Hauptdiskriminanten- 
matrix FT = (y;.);x und deren Inverser T-! = (y'*),, (der Beweis von y;, = Yıi, der etwas 
Rechnung erfordert, wird hier übergangen) aus Ausdrücken mit oberen Indizes Aus- 
drücke mit unteren Indizes bilden und umgekehrt. So wird u‘ = y'ku, und y' = y'ky, 
gewonnen. Dies liefert dann die Invarianten 


h=u'u, und e=yiu.. 
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Ist FT die reguläre Diskriminantenmatrix und y; die reguläre Spur von u, (die regulär: 
Spur eines Elements a aus V ist die Spur der regulären Darstellungsmatrix M, von «. 
Die reguläre Diskriminantenmatrix entsteht aus der Hauptdiskriminantenmatrix dö- 
durch, daß die Hauptspur durch die reguläre Spur ersetzt wird. Siehe [5], $ 1, 1), so ist /ı 
das von Hasse [3] konstruierte Einselement; e ist auch in diesem Falle das Einselemen! 
von W (in den Beweis von Satz 2.2 geht nur die Linearität der Spurfunktion und dıe 
Regularität von T ein). 

In unserem Falle (d. h. mit T als Hauptdiskriminantenmatrix und mit y,=jp(u,)) 
ist h ein von der Struktur der Algebra abhängiges Element. Ist A eine volle Matrix- 
algebra vom Grade n und dem Einselement e, so ist die von Hasse konstruierte Invarian!e 


(2.1) h=ne. 


Der Beweis von (2. 1) geht davon aus, daß die Hauptspur eines Elements aus W gleich 
der Matrixspur dieses Elements ist. Bilden die Elemente e,, mit e;.&%% = dry eine 
Basis von W/2, so ist 

= (dr Örrndir ar» n'= ( rar 


(i, i' Zeilenindizes, k, k’ Spaltenindizes, in gleicher Weise geordnet). Hieraus folgt 
_ ik’ si’k _ ai si’k a ik’ Pe 
h= ee," ta, = 67 Or = I" ne, ne. 


Ist A eine direkte Summe von einfachen separablen Algebren W,,...,%,, so ist mit 
m; = Rang W,/Grad W;, e; = Einselement von W; (i =1,...,t) 


h=m,e + '''+ mie. 
Dies ist leicht zu sehen. 


$& 3. Der Beweis des ersten Wedderburnschen Struktursatzes. 


1. Gegeben sei eine separable Algebra X über dem explizit bekannten Grundkörper 4. 
Über 2 sei zusätzlich vorausgesetzt, daß sich jedes mit seiner Ableitung teilerfremde Po- 
Iynom f(£) über 2 in endlich vielen Schritten in Primpolynome zerlegen läßt. 

Zum Beweis des Struktursatzes werden die orthogonalen, im Zentrum 3 von W 
orthogonal unzerlegbaren Idempotente von 3 konstruiert. 3 ist eine Algebra über 2 und 
läßt sich durch Auflösen eines linearen Gleichungssystems gewinnen. 3 enthält das Eins- 
element von W (das nach Satz 2. 2 existiert). Für die Elemente v von 3 gilt der 


Hilfssatz. /n einer separablen Algebra W ist das Minimalpolynom f(£) eines Zentrums- 
elements v mit seiner Ableitung teilerfremd. 


Beweis. 1. Ein Polynom f(£) ist entweder mit seiner Ableitung teilerfremd oder es 
besitzt einen inkonstanten Teiler der Form d(£)? oder es besitzt (bei Charakteristik p) 
einen Teiler der Form d(£) = g(£r). Dies stellt man durch ggT-Bildungen leicht fest. — 
2. Ist f(£) = fı(£) d(£)?, so ist das Element a = f,(v) d(v) #0 aus 3 nilpotent. Wird a 
als erstes Basiselement von A gewählt, so enthält die Diskriminantenmatrix von X nach 
Satz 1.1 in der ersten Zeile lauter Nullen, kann also nicht regulär sein. — 3. Ist 
(&) = fı(£) g({r), so wird der explizit bekannte Körper A konstruiert, der 2 enthält und 
in dem die Koeffizienten von g({?) p-te Wurzeln besitzen. (Die Konstruktion von A, 
die unschwer durchzuführen ist, wird hier übergangen.) In A[Z] ist dann g({?) = h(£)’ 
und das Element a = f,(v) h(v) #0 aus 3, ist wieder nilpotent. Da die Separabilität 
von A invariant gegenüber Übergang zu einem 2 umfassenden Körper ist, ist auch in 
diesem Falle A nicht separabel. 
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2. Sei nun v +0 ein beliebiges Element aus 3, etwa das erste Basiselement von 3. 
Ohne Beschränkung kann angenommen werden, daß das Minimalpolynom von v nicht 
linear ist. Ist nämlich der Rang r von $ gleich 1, so sind wir mit unserer Konstruktion 
fertig, andernfalls hat wenigstens ein Basiselement von 3 ein nichtlineares Mininalpolynom. 


Ist dann das zu v gehörende Minimalpolynom f(£) reduzibel, 


d)=hld9) 9 (s>1), 


so sind die Primpolynome f;(£) mit ihren Ableitungen teilerfremd und voneinander ver- 
schieden. Dies ist durch ggT-Bildung leicht zu sehen. Es gibt dann Polynome 
4()5-»», %s(£) derart, daß mit 


&(£) = (8) A) KO" (= 1,...,8) 
die Relation 
O4 + 
besteht. Wird e; = &(v) #0 (i=1,...,s) gesetzt, so gilt 
Gr = due, At +, =e. 


Demgemäß spaltet sich 3 selbst in eine direkte Algebrensumme auf, wobei die Ränge 
der einzelnen Komponenten kleiner als r sind. An diesen Komponenten wird dann weiter- 
gearbeitet. 

Ist dagegen das zu v gehörige Minimalpolynom f(£) vom Grade k > lirreduzibel, 
so erzeugt v in 3 einen endlich-algebraischen Erweiterungskörper 3, vom Grade k. Es 
wird an der Algebra 3/3,, die einen kleineren Rang als r hat, weitergearbeitet. 3, ist 
nach [5], Satz 1.1 separabel?), da f(Z) mit seiner Ableitung teilerfremd ist. Nach [6], 
Satz 2b lassen sich auch über 3, alle mit ihrer Ableitung teilerfremden Polynome in 
endlich vielen Schritten in Primpolynome zerlegen. Da zudem der Hilfssatz auch für 
Minimalpolynome über 3, von Elementen v aus 3 gilt, sind für 3/3, dieselben Betrach- 
tungen wie für 3/2 möglich. 

Spaltet sich 3/3, in eine direkte Algebrensumme auf, so auch 3/2. Erhält man 
dagegen einen endlich-algebraischen Erweiterungskörper 3,/3:, so ist zunächst nach 
[5], Satz 1. 1 die Algebra 3,/ 3, separabel; nach [5], Satz 2. 3 ist dann auch 3,/2 separabel, 
so daß an 3/3, weitergearbeitet werden kann. 

So kommt man nach endlich vielen Schritten zu einer Zerlegung der Eins von W 
in orthogonale, in 3 orthogonal unzerlegbare Idempotente, 


e=4+'+e, G& = dab, 
zu einer Zerlegung des Zentrums 3 in eine direkte Summe von über 2 separablen Körpern, 
3 = de = ae eda=- 39° 3, 
und zu einer Zerlegung von WV in eine direkte Summe von (nach Satz 2. 1) separablen 
Algebren 
(3. 1) A = Ue = Ye, 8 BE Ar = NA, BB -BM. 


Dabei sind bekanntlich die Zentren der Summanden NW; gerade die Algebren 3;,. Da die 
Idempotente e, im Zentrum unzerlegbar sind, sind auch die Algebren W;, direkt unzerleg- 
bar. Da eine direkte Zerlegung einer Algebra A mit Einselement in direkt unzerlegbare 
Summanden bekanntlich eindeutig ist, ist mit (3. 1) gerade die Zerlegung des ersten 
Struktursatzes von Wedderburn [7] gewonnen. 


2) Für Algebren, die von einem Element erzeugt werden, fallen die Begriffe „separabel‘“ und „regulär- 
separabel‘‘ zusammen. Dies ist leicht zu sehen. 
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3. Um die Konstruktion der Zerlegung (3. 1) durchführen zu können, ist es nicht 
nur hinreichend, wie in 2 gezeigt, sondern zugleich auch notwendig, daß sich jedes mit 
seiner Ableitung teilerfremde Polynom über dem Grundkörper 2 in endlich vielen Schritten 
in Primpolynome zerlegen läßt. 

Sei in diesem Punkt also 2 ein explizit bekannter Körper, über den zusätzlich vor- 
ausgesetzt sei, daß sich von jeder separablen Algebra W/2 die Zerlegung (3. 1) in endlich 
vielen Schritten herstellen läßt. Dann behaupten wir, daß sich jedes mit seiner Ableitung 
teilerfremde Polynom f(n) über 2 in endlich vielen Schritten in Primpolynome zerlegen 
läßt. 

Beweis. Sei f(n) das mit seiner Ableitung teilerfremde, in Primpolynome zu zer- 
legende Polynom. Wir betrachten die Algebra YW = 2[n] mod f(n). Diese Algebra ist 
nach [5], Satz 1. 1 separabel, so daß sich voraussetzungsgemäß die orthogonalen und ortho- 
gonal unzerlegbaren Idempotente e,,...,e; mite=1 mod f{n„)=&-+'''+ e, kon- 
struieren lassen. Sind dann e;(n) irgendwelche Repräsentanten der Restklassen e,; =e;() 
mod f(n), so ist mit 

f{n) 
DT Ga), ern) 


die Primpolynomzerlegung von f(n) durch f(n) = fı(n)***fı(n) gegeben. Dies ist mittels der 
Relationen f(n)| &;(n) &x(n) (Ü #k) und f(n)| &1(7)-+ "+ &.(n) — 1 unschwer zu ersehen. 


4. Zusammenfassend ergibt sich damit der (Wedderburnsche) 


Struktursatz. Jede separable Algebra A über dem explizit bekannten Grundkörper 2 ist 
direkte Algebrensumme von eindeutig bestimmten, direkt unzerlegbaren separablen Algebren,, 
deren Zentren separable Erweiterungskörper von 2 sind. 

Diese Algebren können genau dann in endlich vielen Schritten konstruiert werden, wenn 
sich jedes mit seiner Ableitung teilerfremde Polynom über 2 in endlich vielen Schritten in 
Primpolynome zerlegen läßt. 

H. Weyl [9] hat durch andersartige Gedankengänge eine Theorie halbeinfacher, 
insbesondere einfacher Algebren aufgebaut, die ebenfalls die für halbeinfache Algebren 
leeren Begriffe vermeidet. 
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Einige Sätze über k-freie Zahlen. 


Von Bodo Volkmann in Mainz. 





Für jede natürliche Zahl a sei, wenn k > 2 eine feste ganze Zahl ist, die Zerlegung 
a = t;(a) P;(a)* so definiert, daß P,(a)* die größte k-te Potenz ist, die als Faktor von a auf- 
tritt. Zahlen a mit P;(a) = 1 nennen wir in der üblichen Bezeichnung k-frei; die Menge 
aller k-freien Zahlen sei C*. 


In der vorliegenden Arbeit sollen die Ergebnisse von P. Scherk!) für k = 2 auf be- 
liebige k verallgemeinert werden. Wir behalten einfacher Vergleichbarkeit zuliebe die dor- 
tige Schreibweise weitgehend bei und betrachten, wenn f und d natürliche Zahlen mit 
(,d) = 1 sind, die Menge €/ der k-freien Zahlen a mit (a, f) = 1, die Menge %/ „ der Zahlen a 
mit (a,f) = 1 und P,(a) = d sowie die Menge W/ „der Zahlen a mit (a, f) = 1 und P,(a) >d. 
Für jede dieser Mengen M bezeichnen wir wie üblich mit M(N), d.h. mit dem ent- 


sprechenden lateinischen Buchstaben als Funktionszeichen, die Anzahl ihrer Elemente 


< N (N positiv) und den Grenzwert lim zu 
N>o 


D*(M). Es gelten dann, wenn £(k) die Riemannsche Z-Funktion ist, folgende Sätze: 


‚ falls er existiert, als natürliche Dichte 


Satz 1. Für die Menge &* existiert die natürliche Dichte 


1 

D*(€*) = - ; 

rm 
Beweis?). Es ist für N 21 


uch b N N N 
CHN)= A 2 |] +23 - Ss | knkrk 
p PP» 93 LP 


k k > % Mn + Bu 5 Br 
p ?, 9: | Pı Pa ıP2P3 




















N N N 
= Zuln) r = 2 un) | = 2 um); + RN), 
n=1 n n<Nllk N nsNn1lk n 
wobei 
, N N 
AN zZ nwlla)S 2 1“ 
ns<Nnilk - n<Nlik 
ist, d.h. 
sg RAN zum A 
D* C* == lım un) 8 }- u es 
vun N> © ( En n* m N = n* Sk) 
Satz 2°). Für die Menge €} existiert die natürliche Dichte 


Dr (ch = 
= N ——- ——, 
! &(k) zu itp+ + pH 
!) P.Scherk, Bemerkungen zur Arbeit von H. Kanold. Dieses Journal 196 (1956), 133—136; im folgen- 
den mit $ zitiert. 


2) Vgl. S, Anhang. 8) Vgl. S, Gl. (8). 
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Beweis. Es sei 0. B. d. A. vorausgesetzt, daß / quadratirei ist, denn sonst gibt es 
eine Zerlegung der Form f = fg? mit quadratfreiem f’, und dann ist sicher & = €, so 
daß die Behauptung, wenn sie für f’ bewiesen ist, auch für f gilt. 

Für f = 1 folgt der Satz aus Satz 1. Wir nehmen nun an, er sei für irgendein quadrat- 
freies f bewiesen, und g sei eine zu f teilerfremde Primzahl. Dann ist fürN >21 

CGN)=GN— z 1. 
asN,(a,f)-1 
ala,a € c* 


Ist a eine der in der letzten Summe gezählten Zahlen, so gibt es eine Zerlegung der Form 
a=ga = g*a’ mit 1<S#r<sk—1 und (a’”,gf)=1. Da jede solche Zahl a’ mit 


Et 2“ 4 in der Gesamtheit aller dieser Zerlegungen (bei festem x) genau einmal 
auftritt, wird somit 
Hk k a [N 
HN=EM— 2 CE); 
d.h. 
k-1ı i N 
() cm= 260). 
”=0 


Wir verwenden nun den folgenden 


Hilfssatz. Seien A und B Mengen natürlicher Zahlen derart, daß die natürliche Dichte 


D*(A) = & existiert und daß für alle positiven N die Beziehung 


k-1 /NN\ 
(2) A(N)= 5 B( (,k >1, ganz) 
”=0 q* 
besteht. Dann existiert die natürliche Dichte D*(B) = P, und es ist 
k-14 
(3) BR 
”=0 q 


Beweis. Offenbar ist nach rer, 
B(N) = A(N)— P (2) 
= AIN— ZA (2) +2 zB (==) 
und durch wiederholte Anwendung von (2) erhält Ra wenn fürs =1,2,.. 


Q,(A(N)) = A(N) — 34(,.) +-..+ NE als. u 


”=1 =1 ”,-1 


gesetzt wird, 


a k-1 N . 
Qu (AN)+ 2 | > BIN) 


„ı—l ”28=1 


e &-1 s-1 N 


also 
Qs,-ı A N B N Qss A N 


Ferner ist an Grenzübergang s > oo 


4 k-ı k-1 N 
N 1 Qua) — Q2s-ı (A(N))} = N ae Al) 


”ı=1 “2-1 
k-1 k-1 4 k-ı 1\” 
< ee si A Be 2 
ei) 








uni 


koı 


die 


unt 


ist, 
von 


ist. 


und 


In d« 


die z 


Satz 
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und daraus folgt nach (4), da nach Voraussetzung für jedes s die Folge . Q,(A(N)) 
B(N) 


konvergent ist, die Existenz von lim N 


No 


= D*(8). Also besteht für «=1,..,k—1 
die asymptotische Gleichung 
N‘ N 
B\—| = — D*(B), 
(2) 2 708 
und hieraus erhält man (3) auf Grund von (2). 





Wenden wir nun den Hilfssatz auf die Mengen €/ und GC}, an, was nach (1) möglich 
ist, so erhalten wir nach Induktionsvoraussetzung die Aussage, daß die natürliche Dichte 
von 6%, existiert und 

D*(&%) = Dei: 3 = Dre, I 
ar 4 f.- 7 Ss j A+g+t + gem 
1 k-1 
u. I e 1 
Sk zmitp+t''+p 


ist. Damit ist Satz 2 allgemein bewiesen. 


Satz 3 *). Für die Menge % , existiert die natürliche Dichte 
1 pP: 
&n) a Hifp+.--+p- . 


Beweis. Offenbar ist für N >21 


T(N= Zi= Z1- cz). 


D*(%, ,) er 


k 
als ao d 
(adk,j)=1 ak 
" SOER (a, j)=1 
Py(ad ) d Pla) = 


und daraus folgt nach Satz 2 

1 1 Tl 

ige 3 — _ Dei — = 
D (2,,.) jr D (€, iWehiFp+.  Fpi 

Satz 45). Für die Menge U}, existiert die natürliche Dichte 
1 1 k-1 d-14 

bu I r k-1 ° S 

A) zu i+p+'''+Pp nd 


Beweis. Nach Definition von W, ist für N >1 





D)=-nT, 


d-i d-1 
AıN= Z1— 3 zZ1= s1—> T,(N). 
asN b=-1 asN a<N b=1 ’ 
(a,f)=1 (a,f)=1 (a, /)=1 (b,f)=1 
Py(a)=b 


rn 


In dem letzten Ausdruck ist die erste Summe asymptotisch gleich en N=]II am \ 


Pt P 
d-ıi 
die zweite Summe asymptotisch gleich N & D*(T/,). Daraus folgt die Behauptung nach 
b-1 
Satz 3. n-1 
4, Vgl. S, Gl. (5). 5) Vgl. S, Schluß der Arbeit. 





Eingegangen 26. August 1955. 


Journal für Mathematik. Bd.198, Heft 1/2. 











Distribution of Bordered Matrices in a Finite Field. 
By John H. Hodges, Buffalo, N. Y. 





1. Introduetion. Let GF(g), where g = p’ and p is a rational prime, denote the 
Galois field of order p’. Let A be a non-singular matrix of order m with elements in GF (g). 
In $ 3 we consider the problem of determining the number of s x m matrices U and m x t 
matrices V with elements in GF(g) such that the matrix 
AV 
Uo0 
has rank m + rforr <s,t. We find (Theorem 1) that the number of such pairs U, V 
is equal to 


(1.1) M= | 


(1.2) 8(s,t,r) N;(A, B,), 
where B, is any s X t matrix of rank r, N/(A, B,) is the number of pairs U, V such that 
(1.3) UAV=B, 


and g(s, it, r) is the number of s x t matrices of rank r; these numbers are given explicitly 
by (3. 8) and (2. 1) below. In $ 4 we deal with the more general case of (1. 1) in which A 
is an m x n matrix of rank h<m,n. 

It is of interest to remark that in [2] with py > 2, L. Carlitz and the author have 
treated the corresponding problems for symmetric, skew-symmetric, and hermitian A 
with elements in GF(g). The methods and results of this paper are very similar to those 
of [2). 

2. Notation and preliminaries. Let q = p’. Numbers of GF(g) will be denoted by 
lower case Greek letters x, ß,.... Italic capitals A, B,... will denote matrices with 
elements in GF(g) except as indicated. A(m, n) will denote a matrix of m rows and n 
columns and A (m, n; r) a matrix of the same dimensions having rank r. Further, /(m,n;r) 
will denote the matrix of m rows and n columns having the identity of order r in the 
upper left-hand corner and zero’s elsewhere. | A= A(m,n;r) then by [1, p. 281, 
Corollary 1] there exist non-singular P(m, m) and Q(n, n) such that PAQ = I(m,n;r). 

We shall need the formula, due to Landsberg [4], for the number g(m,n,r) of 
m x n matrices of rank r with elements in GF(g), namely 


PR hrer-ı r I len a 1) er -. 1) 
(2. 1) g(m, N, r) q a ( —1) " 


3. The number ©(A,m,r). Let A be a non-singular matrix of order m. Let 
O!(A, m, r) denote the number of pairs U(s, m), V (m, t) of matrices such that the matrix 


(3.1) “-[y o| 
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has rank m+r,r<s,t. It is clear that without loss of generality we may consider the 
sarne problem for the simpler matrix 


In V 
(3. 2) M,= r ol- 


Suppose that M,= (u,,). Then V=(u,) for 1<Sismandm+ti<sjsm+t 
and U= (u) frm+1siısm+sand 1 <sj<sm. In terms of the two sets of 


variables X), 23, . - -, Zm+s and %ı, Y3, - - -, Ym4+. the bilinear form having matrix M, is 
(3. 3) L,= = za Yi +2, x Ayzıyı +2 2 Ayıyı. 

We may rewrite (3.3) as 
(3.4) L, = zu ” zZ Mn) (Y: + Z num) -. zZ N = Ay Hin %yYr- 


Under the non-singular linear transformations 


[x = i == B; Hut; (i — 1, 2, ..n m) 
j=-m+1 
4 ==, (=m+A,..,m+s) 


and 


k=-m+l 


y=yY (=m+il,..,m-+1) 


the bilinear form (3. 4) becomes 


m+t 
. - y+ P2 Kir Yı ((=1,2,...,m) 


m m m-+38 m+t 
(3. 5) L,=3u.y4; — 23 Ss Mi Mir %; Ye» 
i=] i=1j=-m+1k=-m+l 
which has matrix 
| Im 0 
3.6 — |,” j 
(3. 6) M, lo 2 wi 


Since rank M = rank M,, it is clear that ©;(A, m, r) is the number of pairs U, V for 
which rank (UV) = rank(— UV) =r. 
Let N}(A, B) denote the number of pairs U(s, m), V(m,t) of matrices such that 
(3. 7) UAV=B, 
where A = A(m, m; m) and B = B(s, t) are given matrices. Then by [3; Theorem 3] for 
every B of rank r Sm we have 


r (s—r,t—r) 
(3.8) Ni(A, B) = gt hremrtn lgmint —1). gg ge Nige—r,t—r,j), 
j=0 


i=1 
where (s — r,t—-r) denotes the minimum of s—r and t—r. 
In view of (3.6) it is clear that for each B(s,t;r) there are N}(A, B) pairs U, V 
satisfying (3. 1). Since N}(A, B) is the same for every B = B(s,t;r) and g(s, t, r) is the 
number of such B we have proved 
Theorem 1. Let ©; (A, m, r) denote the number of matrices M as defined by (3.1). Then 
(3. 9) 9,(A,m,r) = g(s,t,r) N;(A, B,), 
where B,—= B,(s, t;r) and g(s, t, r) and N}(A, B) are given by (2.1) and (3. 8) respectively. 
Pad 
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4. The general case. Let A be a fixed m x n matrix ofrank h 21. Let ®; (A,m,n,h,r) 
denote the number of pairs U(s, n), V(m, t) of matrices such that 


AV 
(4.1) 4=|% 4 


has rank h+r, r<s,t. As in the non-singular case we may consider the problem for 
the simpler matrix 


‚ _ [m,n;h) V 
(A. 2) M, = | U 4 s 


Let M, = (u) so that V = (w,) for 1<ısmand n+i1<sj<snH+tt and 
U= (ww) form+i1sism+sandi <j<n. In terms of the two sets of variables 
2 Eu: 4 De RM U > .., Yn+ı the bilinear form having matrix M, is 


m n+t n m-+8 
(4. 3) L=Zuu+2 Z muy 3 3 Hitiyı- 
i=1jen+l j=-li=m+l1 
We may rewrite es 3) as 
m+# h m-+8s* n+t 
(A. 4) L, = int = Ari %k) (yi + Zum —Z B; F; Kari HijIkYı 
k=m+1 jen+l i=1k=m+1lj=n+l 
m n+t n m-+s 
+ 2 P Mijki Yy; + ng B; UkiIxeYi- 
i=h+1lj=-n+l i +l k=m+l1 


Under the non-singular linear transformations 


s=%+ ZZ ma (i=1,2...,%) 
k=m+41 
u=ı ((=h+A,..,m-+s) 


and 


y=-y+t P2 Mu; ((=1,2,...h) 
r .. 
Yy=y,; (=h+l1,..,n+s) 


the bilinear form (4. 4) becomes 


h h m+3» n-+t 
(4. 5) L,=23u.4u, —2 23 S Hai Mita Y; 
i=1 i=lk=-m+lj=n+l 


m n+t n m+3s 


+ Z& 92 My; + P2 P2 Kit Yir 


i=h+lj=ntl i-h+lk-m+l 


which has matrix 


I, 0 0 
(4. 6) M,= i 0 V, |= I u. 
0 U, —U,V, iR 
where U, = (w;)forrm +1 sism+sandi <j sh U, = (w,)form+1sısm+s 
and h+H1<sjsnV,=(u, frrisishandn+i<sjsn+tV,= (u,) for 
h+1lsısmandn+i<sj<sn-tt. 
Since rank M = rank M,, it is clear that ®/(A, m, n, h, r) is the number of matrices 
M, in (4. 6) having rank r. If — U,V, has rank k <r, by definition of ®}(A, m, n, h,r), 
the number of pairs U,, V, such that M, has rank r is ©" (B,,s, tt, k,r— k). For each 
B= B,(s, t; k) there are N}(A,, B,) pairs U,, V, such that — U,V, = B, and since there 
are g(s,t,k) such B we have proved 
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Theorem 2. Let ®;(A, m,n, h,r) denote the number of matrices M as defined in 
(4.1). Then 


(4.7) ®(A,m,n,h,r) = g(s,t,k) N}(A,, B,) ®"/(B,„s,t,k,r —k), 
k=0 
where A, is non-singular of order h, B,—= B,(s,t; k) and g(s, t, k) and N;(A,, B,) are given 
by (2.1) and (3.8) respectively. 

We remark that (4. 7) also holds for r = 0. For in this case it is necessary that 
M,=0 in (4.6), which implies U, = V,= U,V, =0. The number of pairs U,, V, 
satisfying this condition, which is the value of ®(A,m,n, h, 0), is clearly N/(A,,0). 
On the other hand, for r = 0, since ®”/'(B,,s,t,0,0) = 1, the right side of (4. 7) is 
also equal to N/;(A,,0). Repeated application of the recursion formula (4. 7) would 
ultimately yield an explieit formula for ®(A,m,n,h,r). 

As a check on Theorem 2 we can show that form = n = h, (4. 7) reduces to (3. 9), 
that is 


(4. 8) ®}(A, m, m, m,r) = @/(A,m,r). 
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Über die Evoluten von endlichen Ovalen. 


Von Alexander Ostrowski in Basel. 


1. Wir verstehen im folgenden unter einem endlichen Oval ein Oval mit durchweg 
stetiger und von Null verschiedener Krümmung, das nur endlich viele Scheitelpunkte 
(d.h. Extremalpunkte der Krümmung) besitzt. Die Anzahl der Scheitelpunkte ist dann 
offenbar gerade, etwa = 2m. 

Es liegt an sich sehr nahe, die Untersuchung solcher Ovale mit derjenigen ihrer 
Evoluten in Verbindung zu bringen. Soviel ich weiß, ist dies indessen nur im Falle von 
Ovalen konstanter Breite von F. Schilling!) gemacht worden. Der Grund dürfte darin 
liegen, daß in den klassischen Sätzen über die Beziehungen zwischen den Evoluten und 
Evolventen bis vor kurzem die Situation in bezug auf die verlangten Differenzierbarkeits- 
annahmen unklar war. So hat auch Schilling in seinen diesbezüglichen Sätzen die An- 
nahme der dreimaligen Differenzierbarkeit des betreffenden Ovals konstanter Breite 
zugrunde legen müssen. Nachdem nun diese Situation kürzlich in einigen Arbeiten des 
Verfassers geklärt worden ist), liegt es nahe, die Untersuchung der Ovale mit Hilfe der 
Evoluten in Angriff zu nehmen. 

2. Wir beweisen in dieser Mitteilung vor allem (in den Nrn. 4—7) das folgende 
Resultat: 

Satz I. Die Evolute eines endlichen Ovals mit 2m Scheitelpunkten besteht aus Am Bögen 
ou u = A,...,2m, von denen jeder eine monotone Drehung besitzt. Werden die o, geeignet 
zyklisch angeordnet, so stößt jedes o, an das unmittelbar vorangehende und an das unmittel- 
bar folgende in je einer Hellebardenspitze an. Sind dann die Gesamtdrehung und die Bogen- 
länge von o, bzw. x, > 0 und | o, |, so gelten die Relationen 


(1) Z3x,=2n, 
nu=1 
2m 
(2) "A Baal 
.- 
Umgekehrt, sind 2m Bögen o, mit monotoner Drehung gegeben, so daß bei geeigneter zyklischer 
Anordnung jeder Bogen o, an die beiden unmittelbar benachbarten in je einer Hellebarden- 


!) F. Schilling, Die Theorie und Konstruktion der Kurven konstanter Breite, Zeitschrift für Mathematik 
und Physik 63 (1915), pp. 67—136. 

2) Vgl. A. Ostrowski, Über Evoluten und Evolventen ebener Kurven, Archiv der Mathematik 6 (1955), 
pp: 170—179, sowie A. Ostrowski, Un’ applicazione dell’ integrale di Stieltjes alla teoria elementare delle curve 
piane, Rendiconti dell’ Accademia Nazionale dei Lincei, serie VIII, 1955, pp. 373—375. Das Resultat läßt sich 
etwa folgendermaßen formulieren: Es sei K, die Gesamtheit aller Kurvenbögen, längs deren der Krümmungs- 
radius durchweg existiert, sowie stetig und monoton ist. Es sei andererseits K, die Gesamtheit aller Kurvenbögen, 
längs deren die Drehung monoton und stetig ist. Dann besitzt jeder Kurvenbogen aus K, eine zu K, gehörende 
Evolute, und aus jedem Kurvenbogen, der zu K, gehört, lassen sich durch Fadenkonstruktion unendlich viele 
zı K, gehörende Bögen konstruieren, die den ursprünglichen Bogen zur Evolute haben. 
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spitze anstößt, und gelten bei entsprechender Numerierung die Relationen (1) und (2), so gibt 
es zwei Scharen paralleler Ovale, die die Vereinigungsmenge der o, zur Gesamtevolute haben 
und aus ihr durch Fadenkonstruktion hervorgehen. 


3. An Hand der Relationen (1) und (2) wird sodann der Verlauf der Evolute & 
eines endlichen Ovals diskutiert. Hierzu wird von einer geeignet (in Nr. 9) definierten Zer- 
legung von Z in einfache Zyklen Gebrauch gemacht und (in Nr. 11) eine einfache Re- 
lation (7) zwischen m und den Anzahlen der positiv und der negativ umlaufenen Zyklen 
hergeleitet. Aus (7) ergibt sich sofort, daß die Evolute nur dann eine einfache geschlossene 
Kurve sein kann, wenn die Anzahl der Scheitelpunkte gleich 4 ist. Es werden ferner 
(in den Nrn. 12, 13 und 15—19) weitere Sätze über das Auftreten von Doppelpunkten 
bei einem einzigen Einzelbogen wie bei benachbarten Einzelbögen der Evolute angegeben. 
Daraus ergibt sich insbesondere auch (Nr. 14) ein Beweis des Vierscheitelsatzes, der sich 
vielleicht nicht durch die größte Kürze, wohl aber durch anschauliche Zugänglichkeit 
auszeichnet. 

Sodann werden die obigen Resultate spezialisiert, einerseits auf die Kurven kon- 
stanter Breite (Nr. 20) und andererseits auf die endlichen Ovale mit m = 2. Für m = 2 
werden alle wirklich möglichen Gestalten der Evolute aufgestellt. Es ergeben sich, neben 
dem Falle einer doppelpunktfreien, im negativen Sinne in bezug auf das Innere um- 
laufenen Evolute, ein Fall mit 2 Doppelpunkten und ein Fall mit 4 Doppelpunkten, von 
denen zwei auch zusammenfallen können, sowie die zu diesen Fällen symmetrischen 
Fälle. In jedem dieser mit Doppelpunkten behafteten, in den Fig. 11—13 dargestellten 
Fälle tritt bei einem der Einzelbögen eine Eigenüberschneidung auf. 


4. Beweis des Satzes I. Sei 5 ein endliches Oval mit genau 2m Scheitelpunkten, 
so durchlaufen, daß die Krümmung positiv ist. Bezieht man alle Größen auf den Tangenten- 
richtungswinkel 6, so möge etwa die (orientierte) Tangente in einem Scheitelpunkt mit 
maximalem Krümmungsradius als 0, = 0 entsprechend angenommen werden. Wird von 
da an das Oval im positiven Sinne durchlaufen, so mögen den weiteren Scheitelpunkten 
die 8-Werte 9,,..., 0;„_, entsprechen, wobei wir noch das Symbol ®,, = 2r einführen: 


(3) == 0, < 0, <r < 0... < 0. = 22. 


Den Scheitelpunkten mit geraden Indizes entsprechen Maxima, denen mit ungeraden 
Indizes Minima des Krümmungsradius o(). 

Dann besteht die Evolute & aus 2m Bögen o, = O,u.13 + + +; Oam = 09, Wobei a, 
allgemein dem Bogen von $ mit 6,-, Ss 9 < $, entspricht und zwei aufeinanderfolgende 
o, etwa o„ und 0,„,;,1, insbesondere o,, und o,, jeweils in einer Hellebardenspitze zu- 
zusammenstoßen. 

Die absolute Drehung längs o, ist dann 6, — 9,-,, woraus (1) sofort folgt. 

Ferner gilt 


(4) | ou | = (— 1)#[e(9,) — e(9,-1)]; 
da o(9,) maximal für gerade « und minimal für ungerade « ist. Daraus folgt aber (2) sofort. 

5. Es mögen umgekehrt 2m Bögen o, gegeben sein, die die Bedingungen des Satzes I 
erfüllen. Die Spitzentangente zu einer Hellebardenspitze zerfällt in zwei Halbgeraden, 
von denen die eine „innerhalb“, die andere ‚außerhalb’‘ der Spitze verläuft und ent- 
sprechend als /nnenspitzentangente bzw. Außenspitzentangente bezeichnet wird. 

Auf jedem o,„ ist ein positiver Durchlaufungssinn eindeutig definiert durch die 
Forderung, daß dabei die konkave Seite von o, stets zur Linken bleibt, und wir können, 
eventuell nach einer Umnumerierung, annehmen, daß 0,,0,,...,0 im gewählten 
Durchlaufungssinn aufeinanderfolgen. 
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Wir bezeichnen ferner den Anfangspunkt von o,, d.h. den Punkt, wo o, mit o„-ı 
(und o, mit o,,) zusammenstößt, mit a,. 

Wir beginnen die Fadenkonstruktion an o,, indem wir etwa auf der Außen- 
spitzentangente in a, einen genügend weit von a, entfernten Punkt A, wählen (vgl. Fig. 1) 
und von diesem Punkte aus die zum Bogen o, gehörende Evolvente A, A, konstruieren. 
Dann ist die Tangentendrehung längs 
des Bogens A,A, gleich x,. Zugleich 
dreht sich die Tangente längs A,A, 
immer im positiven Sinne, da ja für ein 
beliebig kleines Stück dieser Evolvente 
der Tangentenrichtungszuwachs gleich 
demjenigen des entsprechenden Evo- 
lutenstücks ist. 

Zugleich gilt: 

|A%,|=|Aa|+|o|- 

Vom Punkte A, aus, der dann 
auf der Innenspitzentangente in a, liegt, 
zeichnen wir nun den Evolventenbogen 
zu o,, der bis A, verläuft, einem Punkte 
auf der Außenspitzentangente in a,. Die 
Drehung längs des Bogens A,A, ist 
dann x,. Zugleich gilt: 

|Asa;| = | A, | — |o,|. 

6. Indem wir so weiterfahren, er- 
halten wir eine Folge von Evolventen- 
bögen A„A,„,, (u = 1, 2,..., 2m), wobei jedes A, mit ungeradem u auf der Außenspitzen- 
tangente in a,, und jedes A, mit geradem „ auf der Innenspitzentangente in a, liegt. Längs 
jedem A,A,„.ı dreht sich die Tangente im positiven Sinne, und ihre Gesamtdrehung längs 
dieses Bogens ist gleich &,. Ferner steht der Bogen A„A,„;ı senkrecht auf den Strecken 
a„A, und AuyıÄusı- 

Allgemein gilt 





Fig. 1 


| Auzı@u4 1 | = | Aua, | — (—1)# | 0, | (u=1,...,2m). 
Daraus folgt wegen (2) für | Ay, 1ı@s „41 | = | Asm. ı@, | der Wert 
Aal +l,1-1,|+1,|— + — lo |=|A,a |. 


Dies bedeutet aber, daß A,,., mit A, zusammenfällt, so daß die Gesamtheit der Evol- 
ventenbögen A„A,.ı(u = 1,2,...,2m) eine geschlossene Kurve darstellt, längs deren 
sich die Tangente durchweg stetig und im positiven Sinne dreht mit der Gesamtdrehung 
2x. Daher ist diese Kurve ein endliches Oval mit 2m Scheitelpunkten, dessen Gesamt- 
evolute durch die Vereinigungsmenge der o, gegeben wird. Wählen wir A, auf der /nnen- 
spitzentangente in a,, so erhalten wir eine zweite Schar von Ovalen, die Evolventen von 2 
sind. Damit ist der Satz I bewiesen. 

Es sei noch hervorgehoben, daß, wenn man in einer Spitze ins „Innere“ der Spitze 
schaut, die o-Bögen von rechts nach links aufeinanderfolgen. 

7. Es soll nunmehr die Gestalt im Großen der Evolute 2 eines endlichen Ovals 5 
mit 2m Scheitelpunkten diskutiert werden. 
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Das Normalenstück von 5 zwischen einem Scheitelpunkt von S und der zugehörigen 
Spitze von 2 kann entweder „innerhalb“ oder ‚außerhalb‘ der zugehörigen Spitze liegen. 
Wird nun ein Bogen von S zwischen zwei aufeinanderfolgenden Scheitelpunkten im 
positiven Sinne durchlaufen und nimmt dabei der Krümmungsradius monoton zu, so 
wird bei der Fadenkonstruktion der entsprechende Bogen von & abgewickelt. Nimmt 
dagegen der Krümmungsradius monoton ab, so wird der zugehörige Bogen von F auf- 
gewickelt. Daraus folgt, daß das oben erwähnte Normalenstück zu den Scheitelpunkten 
mit maxzimalem Krümmungsradius innerhalb und zu den Scheitelpunkten mit minimalem 
Krümmungsradius außerhalb der zugehörigen Spitze verläuft (vgl. Fig. 1). 


8. Es möge nun 2 vom Krümmungsmittelpunkt von S durchlaufen werden, während 
der zugehörige Punkt von S5 im positiven Sinne das Innere von $ umläuft. Wir wollen 
dann den gesamten Tangentenrichtungszuwachs längs & berechnen. Da der Tangenten- 
richtungszuwachs längs o, gleich «, ist, beträgt die Summe dieser Zuwächse nach Satz I 
2r. Es müssen aber noch die Tangentenrichtungszuwächse beim Durchgang durch die 
Spitzen dazugerechnet werden. Die Regel für die Berechnung dieser Zuwächse lautet 
dahin, daß die Kurve in der Nähe der Spitze durch einen Kreisbogen mit entsprechend 
kleinem Radius abgerundet wird®). Dann zeigt ein Blick auf die Fig. 1, daß jeder Spitze 
der Tangentenrichtungszuwachs vom Betrag — x entspricht. Daher beträgt der gesamte 
Tangentenrichtungszuwachs längs £ beim oben festgelegten Umlaufssinn 

2m 
(5) 3%, — 2ma = 2(1 —m)n. 
vl 

9. Ist Z eine beliebige, mit stückweise stetiger Tangente versehene geschlossene 
Kurve in der Ebene, so ist nach dem Umlaufssatz?) der gesamte Tangentenrichtungs- 
zuwachs längs £ im Falle der Doppelpunktfreiheit gleich 2x oder — 2x, je nachdem ob 
ihr Inneres im positiven oder im negativen Sinne umlaufen wird. Besitzt dagegen Z end- 
lich viele Doppelpunkte ®), so kann diese Kurve zur Bestimmung des gesamten Tangenten- 
richtungszuwachses in „einfache Zyklen‘ zerlegt werden. 


Zu dem Zwecke fasse man irgendeinen Doppelpunkt D von 2 ins Auge und durch- 
laufe & von D aus, bis man zum ersten Male nach D zurückkehrt. Wird dabei das Stück 
2, von & durchlaufen und wird das übrig bleibende Stück mit &, bezeichnet, so ist 
dadurch & in zwei geschlossene Kurven derart zerlegt worden, daß sowohl bei Z, als 
auch bei 2, die Gesamtzahl der Doppelpunkte — unter Berücksichtigung der Mehrfach- 
heit — kleiner ist als bei &. Wird das gleiche Verfahren auf &, und &, angewandt, solange 
die Kurven noch Doppelpunkte besitzen, so gelangt man schließlich zu einer Zerlegung 
des gesamten Kurvenzuges 2 in endlich viele einfache geschlossene Kurven, die wir als 
einfache Zyklen bezeichnen wollen. 

Es mögen bei einer derartigen Zerlegung von & in einfache Zyklen sich x Zyklen 
ergeben, deren Inneres im positiven Sinne, und ß Zyklen, deren Inneres im negativen 
Sinne umlaufen wird. Dann ist, wie aus dem Umlaufssatz leicht folgt, der gesamte Tan- 
gentenrichtungszuwachs längs 2 gleich 2(x — ß) z°). — 


3) Vgl. A. Ostrowski, Beiträge zur Topologie der orientierten Linienelemente. I. Compositio Mathematica 2 
(1935), pp. 26—49, insbesondere pp. 31, 35, 44. 

#), Wobei unter „Doppelpunkten‘“ auch mehrfache Punkte mit höherer Mehrfachheit zu verstehen sind. 

5) Es genügt z. B. durch „erlaubte Deformationen‘‘ zuerst zu erreichen, daß alle Doppelpunkte nur ein- 
fache Doppelpunkte sind, und sodann, daß in jedem Doppelpunkt sämtliche dort zusammenstoßenden Bögen eine 
einzige gemeinsame Tangente haben. Die Berechtigung, ‚erlaubte Deformationen‘ auszuführen, ergibt sich aber 
ı.B. aus dem Hilfssatz über die Sehnenreduktion, der auf p. 45 der in der Fußnote ®) zitierten Arbeit bewiesen 
wurde. 


Journal für Mathemarik. Bd. 198. Heft 1/2 
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Es sei übrigens bemerkt, daß weder die Zerlegung von Z& in einfache Zyklen noch 
die Gesamtanzahl x + ß dieser Zyklen eindeutig bestimmt sind, während «x — ß natürlich 
eine Invariante ist. Man betrachte z. B. die Fig. 2. Fängt man hier bei der Zerlegung in 

einfache Zyklen mit einem der Doppelpunkte 1 oder 2 
an, so ergibt sich «x = 8 = 1, während, wenn man mit 
einem beliebigen der übrigen Doppelpunkte 3, 4, 5 be- 
ginnt, sich x = ß = 2 ergibt. — 


10. Zwischen der Anzahl der Zyklen von £ und 
der Anzahl der Doppelpunkte bestehen gewisse Rela- 
tionen, wenn man in geeigneter Weise zwei Typen von 
Doppelpunkten auseinander hält. Wir setzen von nun 

Fig. 2 an in dieser Nr. voraus, daß alle Doppelpunkte von 2 

einfache Doppelpunkte sind, d.h., daß durch jeden sol- 

chen Doppelpunkt genau zwei einfache Kurvenbögen von 2 hindurchgehen. Ein solcher 

Doppelpunkt heißt ein Durchsetzungsdoppelpunkt, wenn jeder der beiden durch ihn hin- 

durchgehenden einfachen Teilbögen von 2 den anderen Teilbogen in zwei Teile zer- 
schneidet, die auf verschiedenen Seiten des ersten Teilbogens liegen. 


Ein einfacher Doppelpunkt dagegen heißt ein Berührungsdoppelpunkt, wenn die 
beiden in ihm zusammenstoßenden, hinreichend kleinen einfachen Teilbögen von 2 ein- 
ander nicht durchsetzen. 

Schneiden sich zwei Kurven Z,, &, in einem einfachen Punkt, so kann der Schnitt- 
punkt wieder ein Berührungsschnittpunkt oder ein Durchsetzungsschnittpunkt sein, je 
nachdem, ob von den hinreichend kleinen Teilbögen von 2, und 2, in der Umgebung 


dieses Punktes jeder vollständig auf einer gewissen Seite des anderen liegt oder nicht. 


Dann ist die folgende Tatsache leicht einzusehen: 

A. Es seien E und II zwei mit stückweise stetiger Tangente versehene und höchstens 
endlich viele Doppelpunkte aufweisende geschlossene Kurven, die einander nur in einfachen 
Schnittpunkten außerhalb der Doppelpunkte von & und II treffen. Dann ist die Anzahl der- 
jenigen ihrer Schnittpunkte, die Durchsetzungsschnittpunkte sind, gerade. 


In der Tat, wird etwa 2 in endlich viele einfache Zyklen zerlegt, so genügt es, die 
Behauptung für den Fall einzusehen, daß 2 durch einen einfachen Zykel Z ersetzt wird. 
Dann ist es aber klar, daß die Kurve // genau so oft ins Innere von Z eindringt, wie sie 
aus dem Inneren heraustritt, und die Behauptung A. ist bewiesen. 


11. Wir wollen nun zeigen: 

B. Es sei & eine mit stückweise stetiger Tangente und nur endlich vielen Doppel- 
punkten, die sämtlich einfache Durchsetzungsdoppelpunkte sind, versehene geschlossene 
Kurve. Bedeutet d die Anzahl dieser Doppelpunkte und z die Anzahl der einfachen Zyklen, 
in die £ bei irgendeinem der oben charakterisierten Zerlegungsverfahren zerlegt werden kann, 
so gilt 

(6) =z—1(mod2), dzz3—1. 


Beweis. Ist Z ein einfacher Zykel, also d=(,2= 1, so ist (6) klar. Wir können 
daher beim Beweis annehmen, daß (6) bereits richtig ist für alle Fälle, in denen z einen 
kleineren Wert hat. Wird nun Z beim ersten Schritt der in Nr. 9 charakterisierten Zer- 
legung in einem Doppelpunkt D in zwei Teilkurven 2, und 2, zerlegt, so bezeichnen wir 
die zu Z, und Z, gehörenden, z und d entsprechenden Anzahlen mit z,, d;(i = 1, 2), so 
daß z= 2, + 2, ist. 
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Um d darzustellen, betrachten wir noch die Anzahl d’ der Durchsetzungsschnitt- 
punkte von 2, mit 2,. Diese Schnittpunkte liefern die Doppelpunkte von &, die von den 
bei £, und 2, einzeln auftretenden verschieden sind. Da nämlich D ein Durchsetzungs- 
doppelpunkt von 2 ist, wird er hinterher zu einem Berührungsschnittpunkt von &, und Z, 
und wird daher in d’ nicht mitgezählt; daher hat man 


d=dh+d+@+1),@ >20, d>dh, +, +1. 


Schreibt man nun die Kongruenzen (6) für Z, und 2, und addiert sie, so ergibt sich 
d, + d, =z— 2 und daher, da d’ nach A. gerade ist, d = z— 1 (mod 2). 

Addiert man andererseits die (6) entsprechenden Ungleichungen für &, und £,, so 
ergibt sich d, + d, 2z— 2, woraus nach dem Obigen, da d>d, +d, +1 ist, die 
Ungleichung (6) auch für & folgt. Damit ist B. bewiesen. 

12. Wenden wir die Formel (5) insbesondere auf die Gesamtevolute &£ von $ an, 
so ergibt sich die Formel 


(7) 1—m=a—B. 


Wir nehmen nun zunächst an, daß die Evolute selbst eine einfache geschlossene 
Kurve ist. In (7) muß dann x — # = -+ 1 gesetzt werden, je nachdem das Innere von & 
im positiven oder im negativen Sinne umlaufen wird. So ergibt sich 1—m= +1 
aus (7), woraus folgt, daß 

m=2,a—ßB=—1l,a=0,ß= 
ist. Daher gilt: 


Satz II. /st die Evolute & von S eine einfache geschlossene Kurve, so ist S ein Oval 


mit genau 4 Scheitelpunkten, und 2 wird in bezug auf ihr Inneres im negativen Sinne um- 
laufen, wenn S im positiven Sinne umlaufen wird. 

Wir sehen, daß & im allgemeinen Selbstüberschneidungen besitzen muß. Bei einer 
solchen Selbstüberschneidung könnte ein Einzelbogen o von & einen Doppelpunkt be- 
sitzen (vgl. Fig. 4 in Nr. 14). Wir sprechen dann von einer Eigenüberschneidung. Dann 
ist der Tangentenrichtungszuwachs längs o größer als x. Aus der Relation (1) folgt daher 


Satz III. Es kann höchstens ein Einzelbogen von 2 eine Eigenüberschneidung besitzen. 


13. Es seien nun o und o’ zwei unmittelbar aufeinanderfolgende, in einer Spitze 
zusammenstoßende Teilbögen von Z£. Treffen sie sich in einem Punkte D und bilden dort 
miteinander einen Winkel y, so erhalten wir, 
falls weder o noch o’ eine Eigenüberschneidung 
besitzt, die Konfiguration der Fig. 3. In der 
Tat beranden dann die Stücke von o und o’, 
zwischen der gemeinsamen Spitze und D, zu- 
sammengenommen einen einfach zusammen- 
hängenden Bereich B. Unter y > 0 soll der 
in bezug auf diesen Bereich B „innere“ 
Winkel bei D verstanden werden, so daß der 
Tangentenrichtungszuwachs beim Durch- 
gang durch die Ecke D gleich x — y ist. 

B wird dabei im positiven Sinne um- Fig. 3 
laufen. (Man beachte, daß die Bögen o bei 
unserer Festsetzung im positiven Sinne in bezug auf ihre konkave Seite durchlaufen 
werden.) Der gesamte Tangentenrichtungszuwachs beim Umlauf um B entsprechend 

3* 
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der Orientierung der o-Bögen beträgt daher 2x. Andererseits beträgt dieser Zuwachs, 
wenn die Tangentenrichtungszuwächse längs o und o’ zwischen der Spitze und D resp. 
mit u, v bezeichnet werden, 

u+v—n+ (ln —y)=u+r—y. 
Daher ergibt sich 


u+tv=2n+y>2n, 


was der Gleichung (1) widerspricht. Mit diesem Widerspruch haben wir bewiesen: 


Satz IV. Zwei unmittelbar aufeinanderfolgende in einer Spitze zusammenstoßende 
o-Bögen ohne Eigenüberschneidung treffen sich außerhalb dieser Spitze nicht. 


14. Aus Satz IV folgt offenbar, daß für m = 1, d. h. im Falle eines Ovals mit zwei 
Scheitelpunkten, einer der o-Bögen eine Eigenüberschneidung besitzen müßte. Daher 
würde £ für m=1 wie in der Fig. 4 aussehen. Man überblickt aber sofort, daß diese 





6, 





B 
Fig. 4 Fig. 5 


Gestalt der Relation (2) widerspricht, da, wenn die Spitzentangenten in A und B sich 


in € schneiden, 
Il <|ACI+IBC|, || >|ACI + BC] 
wäre. Daher ist stets m = 2. Dies ist der Vierscheitelsatz. 

15. Es möge nun ein Einzelbogen o, eine Eigenüberschneidung aufweisen und einen 
benachbarten Bogen o,(# = » + 1 oder »— 1) außerhalb der gemeinsamen Spitze tref- 
fen. Ziehen wir dann die gemeinsame Spitzentangente von o, und o, (vgl. Fig. 5), so 
liegt o, zunächst auf einer bestimmten Seite dieser Tangente, auf der auch die ganze 
Schleife von o, bleibt. o„ aber liegt zuerst auf der o, abgewandten Seite und muß dann 
auch auf dieser Seite bleiben, da x, < x ist. Daher liegen sämtliche Schnittpunkte von 
o, und o„ außerhalb der Spitze auf der der Schleife abgewandten Seite der Spitzen- 
tangente, und daher kann keiner dieser Schnittpunkte auf der Schleife liegen. 

Nehmen wir nun an, daß o, mit o, wenigstens zwei Schnittpunkte außerhalb der 
gemeinsamen Spitze hat. (Vgl. die Fig. 5, die dem Fall u = » + 1 entspricht.) Es seien 
die zwei ersten längs o„ zuerst angetroffenen Schnittpunkte P,Q. Dann besitzen die 
von P nach Q laufenden Bögen von o, und o,„ je eine zu PQ parallele Tangente TF an 
o, und 7,F, an o,, die die betreffenden Bögen in den Punkten 7 resp. T, berühren und 
die gemeinsame Spitzentangente at an o, und o,„ bzw. in den Punkten F, F, treffen (vgl. 
Fig. 5). Dann ist die Drehung längs o, von der Spitze a bis T gleich an + X TFa, und 
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die Drehung des Stücks von o, von a bis T, gleich dem Winkel T,F,t. Die Summe dieser 
Drehungen ist aber dann bereits 27, was unmöglich ist. Wir sehen: 

Satz V. Ein Einzelbogen o, der eine Eigenüberschneidung aufweist, kann mit einem 
unmittelbar benachbarten Einzelbogen außerhalb der gemeinsamen Spitze höchstens einen 
Schnittpunkt haben, der sicher nicht auf der Schleife von o liegt. 

16. Wir betrachten nun die Schnittpunkte von zwei Einzelbögen, die unmittelbare 
Nachbarn eines und desselben Bogens o, sind. Wir beweisen: 


Satz VI. Es sei, 2, ohne daß o, eine Eigenüberschneidung aufweist. Dann treffen 
sich die benachbarten Bögen o„-, und o„,, nicht. 

Zum Beweise ziehe man (vgl. Fig. 6) die Außenspitzentangenten an o, in a, und 
@,;ı nach rückwärts bis zu ihrem Schnittpunkt AR, der auch im Unendlichen liegen kann. 
Dann ist X a,Ra,,ı = %,— nr. Verbindet man a,-, und a,,, mit R, so sind die Winkel 
< a„Ra,-, und X a„,ı Ra,;. resp. kleiner 
als x„-, und &„;,, da ja, wie in der Fig. 6 
angedeutet, die beiden Endtangenten a,,,7 
und a,,,7 an o„,, sich in einem Punkte 7 
treffen, derart, daß der Außenwinkel r bei 
T des Dreiecks TRa,,, größer ist als der 
Innenwinkel X TRa,,,. Man beachte hier- 
zu, daß die Drehung a,,, längs o,„., unter 
unserer Voraussetzung <r und daher = r 
ist. Da demnach die Summe der drei Win- 
kel bei R in der Fig. 6 kleiner ist als 

Su-ı + ou + ou — a <a <2n, Fig. 6 
so haben die Winkelräume a,Ra,-, und 
Q,+,Ra,,ı keine Punkte gemeinsam bis auf RA. Da aber o,-, und o,,, bzw. in diesen 
Winkelräumen verlaufen, folgt Satz VI ohne weiteres. 

17. Wir betrachten nunmehr die Schnittpunkte von o,-, und o,„,,, wenn a, <z 
ist. Hier müssen wir uns mit weniger begnügen als in VI. 

Satz VII. Es sei x, <r, und es mögen sich o„-, und o,,, in einem Punkt D treffen. 
Bezeichnet man dann die Teilstücke von o„-, und o„,,ı von a, resp. a„;, aus bis D ent- 
sprechend mit s„-, und s,,,, so gilt 

(8) lt lu > Il. 

18. Beweis. Wir legen die Verbindungsgerade von a, und a,,, in die x-Achse und 
orientieren die Figur (Fig. 7) so, daß o,„ in der unteren Halbebene verläuft. Dann liegt 
a, links von a,,,. Die Spitzentangenten a,t’ und a,,,t’’ in diesen Punkten bilden mit der 
x-Achse die Winkel y, bzw. y, und schneiden sich in einem Punkte AR, wo sie mitein- 
ander den Winkel y= nr — a, = nr — y, — y, bilden. Eine der Zahlen &,-1, &u,ı ist 
sicher < . Wir nehmen an, daß x,-, < ist; denn wäre &,-, Zr, so brauchten wir 
die Figur nur an der y-Achse zu spiegeln und die Spitzen entsprechend umzunumerieren. 

Wir zeigen zuerst, daß D in der unteren Halbebene liegt. Denn sonst müßte s,-, in 
oder vor D die x-Achse erreichen und daher eine Drehung > x — y, haben. Die gleiche 
Überlegung läßt sich auf s,,ı anwenden, unabhängig davon, ob o„,, eine Eigenüber- 
schneidung aufweist oder nicht. Daher wäre die Drehung von s, ,, wenigstens gleich x — y, , 
und es würde folgen &,-ı + &uzrı 222 — y, — 9% = 2n—a,, was der Relation (1) 
sicher widerspricht, da wenigstens ein weiteres positives x, existiert. 

Betrachten wir nun die Lage von s,-,, so ist klar, daß man beim Fortschreiten 
längs o,_, sich immer mehr von der Geraden a,t’ entfernt, da ja die Gesamtdrehung von 





2 Ostrowski, Über die Evoluten von endlichen Ovalen. 


0,-, nach Annahme < x ist. s,_, muß aber auch unterhalb der x-Achse bleiben, denn 
sonst müßte s,-, zumindest die x-Achse erreichen und sodann wieder bis D in die untere 
Halbebene gelangen. Hierzu müßte aber die Drehung längs s,-, sicher > x sein. Wir 
sehen, daß sowohl D als auch der ganze Bogen s,-, bis auf den Punkt a, sowohl unterhalb 
der x-Achse als auch links von a,t' liegt. 

Wir beweisen nun, daß der Bogen s,,, keine Punkte mit dem Inneren des Dreiecks 
a„a,.,,R gemeinsam hat. Dies ist sofort klar, wenn o„,, keine Eigenüberschneidung hat, 
da o,,;, ohne Eigenüberschneidung nur dann in das Dreieck a,a,;,, R eindringen könnte, 
wenn &,;,ı > 2 — y, wäre. Da aber y, < a, ist, wäre dann &,-, + ©, > 2n. 

Es möge nun o„,, eine Eigenüberschneidung haben. (Dieser Fall ist in Fig. 7 
gezeichnet.) Wegen = nn — y 
ist die Drehung längs s,;ı 
auf jeden Fall <r-+ y. Wir 
legen nun eine zu a,,,t!' paral- 
lele Stützgerade an s,; ı, die s,;ı 
im Punkte E der Schleife berüh- 
ren möge, und legen durch E die 
Parallele EF zu a,t‘. Dann ist 
die Drehung längs des Stücks 
von $,;ı zwischen a,,, und E 
gleich x, und die Drehung zwi- 
schen E und D muß daher < y 
sein. Daher ist in keinem Punkte 
des Stücks ED die Tangente 
parallel zu a,t’. Die Distanzen 
der Punkte dieses Stücks nach 
EF müssen daher längs ED monoton wachsen und im Punkte D ihren größten Wert haben. 
Daher liegt das ganze Stück ED und damit auch das ganze Stück s,;, außerhalb des 
Dreiecks a,a,,, R. Daher gilt 


sHıl+ls-ıl >I, RI + I, R| >| |, 





Fig. 7 


ee b. w. 
19. Wir beweisen endlich noch den 


Satz VIII. Es seien y, und y, zwei mit monotoner Drehung versehene eigenüber- 
schneidungsfreie Bögen DD’ P, bzw. DD’ P,, von denen die zwischen D und D’ liegenden 
Stücke s, bzw. s, jeweils auf der konkaven Seite voneinander liegen. y sei ein gleichfalls mit 

monotoner Drehung versehener eigenüberschnei- 

dungsfreier Bogen, der von P, nach P, verläuft 

und in den beiden Punkten P, und P, mit den 

Bögen y, und y, Hellebardenspitzen bildet (vgl. 

Fig. 8). Bilden dann die Tangenten an y, und », 

in D miteinander den Winkel y als Innenwinkel 
der von s, und s, gebildeten Linse, so ist die Summe der Drehungen längs y,, y, und y 
gleich n + y. 

Beweis. Es sei der Innenwinkel der Linse DD’ bei D’®). Wir bezeichnen die 
Drehungen längs s, und s, resp. mit u, und u,. Dann ist 


(9) u +,=y+P9, 


®) Hat bei D’ einer der Bögen y,, Y, eine Ecke, so ist es am einfachsten, durch eine erlaubte Deformation 
diese Ecke aus D’ zu verschieben (vgl. zum Begriff der erlaubten Deformation die Fußnote ®)). 
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wie z. B. aus dem Umlaufssatz unmittelbar folgt. Wir bezeichnen ferner die Stücke von 
y, und y, von D’ nach P, bzw. P, resp. mit s), s; und die entsprechenden Drehungen 
mit u; und u;. Die Drehung längs y sei mit u bezeichnet. Wird nun der Umlaufssatz auf 
D'P,P, angewandt, im positiven Sinne in bezug auf das Innere dieses „Dreiecks‘‘, so 
ergibt sich, da die Tangentenrichtungszuwächse längs s;, s; und y bzw. — u), — u;, — u 


sind, n+n+ln— 0) uw — ww —u=2n, 


(10) ut, tu=n—p. 
Durch Addition von (9) und (10) ergibt sich die Behauptung. 


20. Will man die oben hergeleiteten Sätze insbesondere auf die Kurven konstanter 
Breite anwenden, so ist hier vor allem der Hurwitzsche Satz zu beachten, daß die Evolute 
einer Kurve konstanter Breite doppelt durchlaufen wird, so daß jeder Bogen o, zweimal 
auftritt ?). Daher sind x und ß in der Formel (7) gerade, so daß m ungerade sein muß. 
Wir erhalten den Schillingschen Satz®), daß bei einer Kurve konstanter Breite mit 
endlich vielen Scheitelpunkten die Anzahl der Scheitelpunkte von der Form 4k +2 
und insbesondere > 6 ist. Daher ist in diesem Falle die Bedingung (2) von selbst erfüllt. 
Die Bedingung (1) reduziert sich aber hier darauf, daß, wenn man die doppelt durch- 
laufenen Einzelbögen nur einmal nimmt, die Summe ihrer absoluten Drehungen gleich x 
sein muß. Daher sind in diesem Falle Eigenüberschneidungen unmöglich ?), und wegen 
Satz IV treffen sich zwei benachbarte o-Bögen außerhalb einer Spitze nie. 

Ferner folgt aus (7) im Falle einer Kurve konstanter Breite, daß die Anzahl der 
einfachen Zyklen der nur einmal durchlaufenen Evolute wenigstens gleich k = (m—1)/2 
ist. Daher ist die Anzahl der Doppelpunkte der nur einmal durchlaufenen Evolute 
wenigstens gleich k — 1 = (m — 3)/2, sofern diese Doppelpunkte alle als einfach voraus- 
gesetzt werden. Dies ist der Kern eines von Schilling vermutungsweise ausgesprochenen 
Satzes!P). 


21. Wir wollen nunmehr den Fall m = 2 genauer diskutieren. Wir beweisen zuerst: 


Satz IX. Sei m = 2. a) Hat keiner der Einzelbögen o, eine Eigenüberschneidung, so 
treffen sich zwei „‚Gegenbögen“‘, wie etwa o„-, und o„,, nicht; b) hat ein Einzelbogen o,-, eine 
Eigenüberschneidung, so trifft er seinen Gegenbogen o,„,, nicht; ce) hat ein Einzelbogen o, 
eine Eigenüberschneidung, so können o,„-, und o,,, höchstens einen Schnittpunkt haben. 

Beweis. Nehmen wir etwa an, o„-, und o,„,, treffen sich in D, während o,;, und o, 
keine Eigenüberschneidung haben!!). Wegen VI sind dann x, und &,;, beide < x. Wir 
bezeichnen die Stücke von o,-, und o,,, von o, aus bis D resp. mit s,- 1, Su+1. Ebenso 
sollen mit s/,_, und s’,,, die beiden Stücke von o„-, und o„,, bezeichnet werden, die 


u+l 
von 0,;, bis D laufen. Dann gilt 


(11) |Su-ı | + |s,-ı | |. | Ou-ı I» | Su+ı | + | Sur | m | Op +1 |- 
22. Andererseits folgt aus Satz VII 
st lsHıl> Il, 15H t IH | > I nr2l- 
Daraus ergibt sich durch Addition nach (11) 


.ıl+l,Hıl>),!+l542l), 


?) A. Hurwitz, Sur quelques applications g&omötriques des söries de Fourier, Annales de l’Ecole Normale 
Superieure (3) 19 (1902), pp. 357—408. Gesammelte Werke I, pp. 509—554. 

®) F. Schilling, 1. e. p. 94. 

v) F. Schilling, 1. e. p. 102. 

10) F. Schilling, 1. c. p. 103, Fußnote. 

1) Die Indizes sollen dabei, in leicht verständlicher Weise, modulo 4 genommen werden. 
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im Widerspruch zu (2). Folglich ist dieser Fall unmöglich. Wir sehen, daß, wenn o,_, 
und o,,, sich treffen, es eine Eigenüberschneidung bei o, oder o,„,, gibt. Damit sind 
unsere Behauptungen a) und b) bewiesen. 

Es möge nun o, eine Eigenüberschneidung haben und o,_-, mit o„,, wenigstens 
zwei Schnittpunkte haben. Betrachten wir dann o,,, und die Stücke von o,-, und o,,; 
bis zum zweiten Schnittpunkt, von o,,, aus gezählt, so ergibt sich die Konfiguration der 
Fig. 8, wenn dort y durch o„,, ersetzt wird. Dann folgt aber aus Satz VIII, daß 
Xu-1 + &u,ı + &u.2 > wäre, was, da x, > ist, im Widerspruch zu (1) steht. Damit 
ist Satz IX vollständig bewiesen. 

23. Aus Satz IX folgt, daß, wenn für m = 2 keiner der Einzelbögen o, eine Eigen- 
überschneidung hat, & auch keine anderen Doppelpunkte besitzt und daher einen einzigen 
einfachen Zykel bildet. 

Wir betrachten von nun an nur den Fall, daß es eine Eigenüberschneidung gibt, 
und wollen den mit Eigenüberschneidung versehenen Einzelbogen mit o, bezeichnen. 
Insbesondere ist jetzt x + PB >1. 

Fassen wir nun die Doppelpunkte von & ins Auge, so ist zunächst leicht einzusehen, 
daß eine Spitze höchstens dann auf einem ‚fremden‘ Bogen liegen-kann, wenn a, auf o, 
oder a, auf o, liegt. Denn auf o, können a, oder a, nicht liegen, da ja nach Satz IXb) 
o, von o, nicht getroffen wird. Ferner kann a, wegen Satz IV nicht auf o, liegen und 
ebensowenig a, auf o,. Ausdem gleichen Grunde liegen auf o, keine ‚‚fremden‘‘ Spitzen a,, @,. 

Die möglichen Typen von & für m = 2 sollen nun nach der Anzahl der vorkommen- 
den Doppelpunkte diskutiert werden. Als Doppelpunkte kommen nach dem Obigen neben 
dem Doppelpunkt D,, auf o,, der von der Eigenüberschneidung herrührt, noch die 
Doppelpunkte 

Da = 0504, Dia = 0105, Dis = 0104, 


die nach den Indizes der durch sie hindurchgehenden Einzelbögen bezeichnet worden 
sind, vor. Sie sind, D,, wegen Satz IX, c) und D,,, D,, wegen Satz V, durch ihre Indizes 
eindeutig bestimmt. Was die ausgelassenen Doppelpunkte D;s, Das, D;, anbetrifft, so 
folgt die Unmöglichkeit von D,, aus Satz IX,b) und diejenige von D,,, D,, aus Satz IV. 


24. Wir zeigen nun, daß jeder der Doppelpunkte D;,,, Da, Dis, Dis, wenn er auf- 
tritt, ein einfacher Doppelpunkt im Sinne der Nr. 10 ist. 

In der Tat, D,, ist sicher verschieden von D,, und D,,, da nach Satz V weder D,, 
noch D,, auf der Schleife von o, liegen können. Daher ist auch D,, + D,,, da sonst 
D,ı = Dı: = D,. wäre. 

Es sei Di, = D,.; dann liegt nach dem Obigen (vgl. Fig. 5) D,, auf dem Bogen 
a,D,, von o,, während o, von diesem Bogen durch die Spitzentangente in a, getrennt ist. 
Daher ist dieser Fall nur möglich, wenn D,, = D,, = a, ist. Dann haben wir aber in a, 
nur einen einfachen Doppelpunkt, und ebenso schließt man im Falle D,, = D;ı- Wir sehen, 
daß die Betrachtungen der Nr. 10 für m = 2 sicher anwendbar sind. 


25. Wir müssen weiter noch überlegen, wann die oben angegebenen Doppelpunkte 
Berührungsdoppelpunkte sind. Man beachte nun, daß ein Berührungsdoppelpunkt von & 
nur in einer der Spitzen liegen kann. Denn sonst hätte man in einem Berührungsdoppel- 
punkt D zwei sich im eigentlichen Sinne berührende Bögen o,, o;, und der Tangenten- 
richtungszuwachs längs der beiden Stücke, in die 2 dureh D zerlegt wird, müßte = x 
sein. Dies ist aber unmöglich, da D nach Satz V und Satz IX, b) nicht auf der Schleife 
von o, liegen kann und daher eines der beiden obigen Teilstücke von 2 die ganze Schleife 
von o, enthalten muß. 
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Liegt aber ein Doppelpunkt von 2 in einer der Spitzen, so behaupten wir, daß dies 
dann ein Berührungsdoppelpunkt ist. In der Tat, es sei dies etwa die Spitze a, =D,=D,.. 
Wäre dann a, ein Durchsetzungsdoppelpunkt, so müßte der Bogen o, so durch a, hin- 
durchgehen, daß er dort o, und o, berührt. Wir vereinigen nun o, mit dem Teilstück 
von o, zwischen a, und a, zu einem Bogen y, der eine durchweg stetige und sich eigentlich 
monoton drehende Tangente aufweist. y wird dann in den beiden Endpunkten a, und a, 
von o, berührt, wobei in diesen beiden Punkten Hellebardenspitzen vorliegen. Dies ist 
aber die Konfiguration der Fig. 4 (wenn man dort o, durch y und o, durch o, ersetzt). 
Dann müßte aber o, eine Eigenüberschneidung haben, was unmöglich ist. Wir sehen, daß 
ein Doppelpunkt von 2 dann und nur dann ein Berührungsdoppelpunkt ist, wenn er mit 
einer der Spitzen a,, a, zusammenfaällt. 
Nunmehr folgt aus (6) und (7), daß sonst die Anzahl d der Durchsetzungsdoppel- 
punkte =z—1 =a&+ß—1 =0 (mod 2) ist, und wir sehen, daß, wenn keine Doppel- 
punkte in die Spitzen a,, a, fallen, die Anzahl der Doppelpunkte von & gerade ist. 


26. Nun folgt aus (7) für m =2 wegena+ß>1 
B=1+a, B+a=1(mod2), B+a>3, 

so daß also & aus wenigstens drei einfachen Zyklen besteht. Wir sehen wieder, daß D,, 
nicht der einzige Doppelpunkt sein kann. 

Wir betrachten zuerst die Fälle, in denen genau 2 Doppelpunkte vorliegen. Wir 
beweisen zunächst: 

Satz X. & kann nicht D,, und D,, zusammen als die beiden einzigen Doppelpunkte 
aufweisen. 


Du 
64 “ 
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Fig. 9 

Beweis. Wir zeigen zuerst, daß, wenn nur D,, und D,, vorkommen, aus der Relation 
(1) sich zwangsläufig die „topologische Richtigkeit‘ der Fig. 10 ergibt und sodann, daß 
im Falle der Fig. 10 die Relation (2) nicht erfüllbar ist. Wir denken uns o, in den End- 
punkten a,, a, durch die Spitzentangenten a,t’ und a,t’’ ins Unendliche verlängert. Diese 
Spitzentangenten, nach rückwärts verlängert, schneiden sich unter dem Winkel go, (vgl. 
Fig. 9), wobei 9, =, — 7,0 <g, <a ist. Wir bezeichnen nun die beiden sich ins 
Unendliche erstreckenden von D,, ausgehenden Kurvenzüge D,,a,t' und D,,a,t” bzw. 
mit $},$3. Dann begrenzen s, und s, zusammen ein „Zweieck“ Z, außerhalb dessen die 
Schleife von o, verläuft. 

Wir verlängern ferner o, in den Punkten a, und a, durch die ins Unendliche gehenden 
Spitzentangenten a,t’’ und azt’”” und bezeichnen den Kurvenzug t!’’a,0,a3t'” mit S5; 
dieser tritt bei a, ins Innere des Zweiecks Z ein. Wir behaupten nun, daß s, den Kurven- 
zug s, trifft. Denn sonst müßte a,t’"’ innerhalb von Z ins Unendliche laufen, und daher 
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müßte längs o, die Tangentenrichtung sich wenigstens um den Winkel 9, =r— |, =2n—a, 
ändern (vgl. Fig. 9). Dann hätten wir aber x, > 9, = 27 —a,, was (1) widerspricht. 
Daher trifft s, in der Tat s,. Wir behaupten nun, daß dieser Treffpunkt nicht auf 
a,t' liegen kann. Denn sonst läge «a, auf s, oder „oberhalb“ s,, auf der D,, zugewandten 
Seite (vgl. Fig. 9). Der bei a, beginnende Kurvenbogen o, schneidet aber o, und muß 
daher eine Tangente besitzen, die einer Tangente längs s, parallel ist. Dann müßte aber 
die Drehung x, längs o, wenigstens gleich dem Winkel g, sein, den t’ und t’’’ miteinander 
bilden (vgl. Fig. 9). Dieser Winkel ist aber offenbar gleich 9, — x, = 2r — x, — %,. Wir 
hätten a, Z 27 — a, — %,, was (1) widerspricht; daher liegt a, unterhalb s,, und ins- 
besondere trifft die Verbindungsstrecke a,a, den Bogen o, außerhalb a, nicht. 


Ganz analog sehen wir ein, daß die Streckea, a, den Bogen o, außerhalb a, nicht trifft. 





27. Wir betrachten nun das „topologische Dreieck“ a,a,D;, (vgl. Fig. 10), gebildet 
von der Strecke a,a, und den Stücken von o, von D,, nach a, und a,. Dann müssen sich 
o, und o, in seinem Innern treffen, wo auch ihre Endpunkte a,, a, und daher auch o, 
liegen müssen, so daß die Konfiguration diejenige der Fig. 10 wird. 

Wir zeichnen nun die Verbindungsstrecken a,D,, und a,D,, und verlängern die 
Verbindungsstrecke a,3a,. Ergänzen wir wiederum o, durch die Spitzentangente az!’ zu 
einem Querschnitt s, von a,a, D,,, so liegt der Punkt a, zwischen s, und D,,. Daher kann 
die Verlängerung von a,a, über a, hinaus s, nicht mehr treffen und daher auch nicht 
die Strecke a,a,. Eine hierzu symmetrisch verlaufende Überlegung beweist, daß auch 
die Verlängerung von a;a, über a, hinaus die Strecke a,a, nicht treffen kann. 

Daher kann die Verlängerung von a,a, im (geradlinigen) Dreieck a,a,D,, nur die 
beiden Seiten a,D,, und a,D,,, und zwar sicher nicht in den Ecken treffen. Es seien die 
Schnittpunkte dieser Verlängerung mit a,D;,,, @D,, bzw. mit b,,b, bezeichnet (vgl. 
Fig. 10). Dann gilt: 

als|jab|+ |bia;| + |aza, |, 
,|<|jab,|+ |b,a,| + |asa, |, 
und nach Addition, wenn man |b,b, | <|b,D,,| + |b,D,ı | berücksichtigt, 
,|+/a|slaa,| + lad, | +/jab,| + |bib;| 
<|/aa|+/abd|+ lab) + |, Dul+1|b2D.| 
=|4,Dıl+1%Dul + 30,|<lo|+|o|, 
was (2) widerspricht. Damit ist Satz X bewiesen. 


28. Der nächst zu betrachtende Fall ist derjenige der Doppelpunkte D,,, Dis. Hier 
ergibt sich zwangsläufig der Verlauf, wie er in der Fig. 11 gezeichnet ist. Dabei sieht man 
die Erfüllbarkeit von (1) unmittelbar ein. Um die Möglichkeit, (2) zu erfüllen, einzusehen, 
beachte man, daß, wenn die Fig. 11 unter Außerachtlassung der Schleife, symmetrisch 
in bezug auf die Achse a,D,, konstruiert und sodann eine beliebig kleine Schleife hinzu- 
gefügt wird, |o,|+|o,| >|o,| + |o,! wird. Um aber zu erreichen, daß |o,| + |o, | 
überwiegt, lasse man a, so ins Unendliche gehen, daß das Dreieck a,a,a, gleichschenklig 
mit der Basis a,a, bleibt. Dann gilt, wenn die Bögen o, und o, genügend gestreckt werden, 
|o3|—|o,|—0. Dabei kann aber |o, | von vornherein um eine feste positive Zahl 
<|o,| gemacht werden. 

Der Fall mit den Doppelpunkten D,, und D,, ist vollständig symmetrisch zum Fall 
der Doppelpunkte D,., Dis- 


29. Wir fragen uns nun, ob genau 3 Doppelpunkte möglich sind. Nach dem am 
Ende der Nr. 25 Gesagten liegt dann ein Berührungsdoppelpunkt in einer der Spitzen 
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@,, Q,. Ist dies z. B. a,, so wird zugleich D,, = D,,, so daß wir es doch mit allen vier der 
oben in der Nr. 23 angegebenen Doppelpunkte zu tun haben, von denen zwei zusammen- 
fallen. Dann ergibt sich aber zwangsläufig die Konfiguration der Fig. 12, wenn man sie 
vom Punkte a, aus verfolgt und die Lage der einzelnen Zweige der Figur relativ zur Lage 


„03 





Qy On 
Fig. 11 Fig. 12 
der Spitzentangente durch a, beachtet. Andererseits ist (1) in der Fig. 12 offenbar erfüllt. 
Um die Erfüllbarkeit von (2) zu beweisen, lasse man wiederum a, so ins Unendliche gehen, 
daß | o, | — | o, | — O0 gilt, und überlege, daß ja sowohl |o,| >| o,|alsauch |o, |< 'o,| 
erreicht werden kann. 
Man beachte ferner, daß die Konfiguration der Fig. 12 offenbar ein Grenzfall der 


Fig. 11 ist. 
Der Fall der Doppelpunkte D,,, Da, D,, ist symmetrisch zum obigen Fall, so daß 
er nur möglich ist, wenn D,, = a, = D;, ist, also Q; 


wiederum alle vier Doppelpunkte vorhanden sind, 
von denen zwei zusammenfallen. 

30. Nehmen wir nun endlich an, es seien 
alle Doppelpunkte D,,, Dis, Dis, Di vorhanden 
und verschieden. Betrachtet man das „topolo- 
gische Dreieck“ a,a,D,, in der Fig. 13, so sieht 
man, daß in unserem Falle dieses Dreieck durch 
den Querschnitt a, D,, längs o, in zwei Teilgebiete 
getrennt wird, während das Stück von o, zwischen 
a, und J),,, das ja auf der der Schleife abgewand- 
ten Seite der Spitzentangente in a, verläuft, o, 
innerhalb dieses Dreiecks in D,, schneiden muß. 

Wir sehen, daß die Konfiguration wie in der 
Fig. 13 aussehen muß. Hier ist wiederum (1) erfüllt. Die Erfüllbarkeit von (2) sieht man 
ein, indem man D,, möglichst nahe an D,, heranbringt und einerseits die Schleife hin- 
reichend klein und andererseits möglichst groß werden läßt. 

Man beachte, daß in allen Fällen, in denen & sich nicht auf einen einzigen Zykel 
reduziert, z=3, a=1, ß=2 ist. 








’Qy 


Fig. 13 


Eingegangen 12. Dezember 1955. 





Eine Verallgemeinerung und Übertragung 
der Schneiderschen Algebraizitätskriterien ins p-adische 
mit Anwendung auf einen Transzendenzbeweis 
im p-adischen *). 


Von Orhan 8. Icen, z. Zt. in Göttingen. 





Einleitung. 


In der vorliegenden Arbeit werden die beiden von Schneider 1951 (Schneider [11]) 
gegebenen Kriterien für die Algebraizität im arithmetischen Sinne einer analytischen 
Funktion von einer komplexen Veränderlichen verallgemeinert und gleichzeitig in das 
p-adische Gebiet übertragen. Es wird dabei die von Schneider a. a. O. gegebene Beweis- 
methode wesentlich benutzt. Die Übertragung wird dann auf den Beweis des Mahler- 
Veldkampschen Satzes über die Transzendenz von a? im p-adischen angewendet (Mahler 
[7], Veldkamp [15]). Ein verwandter Beweis desselben wurde von Günther aus der Über- 
tragung eines früheren Satzes von Schneider gefolgert (Günther [5], Schneider [9]). Für 
eine kurze Geschichte der Algebraizitätskriterien im obigen Sinne vgl. Dörge [2] und 
Schneider [11]. 

Einige im folgenden häufig benutzte Definitionen werden wir der Übersichtlichkeit 
halber hier zusammenstellen: 

Dem Körper der gewöhnlichen komplexen Zahlen, der durch algebraische Ab- 
schließung der perfekten Hülle des Körpers P von rationalen Zahlen in bezug auf die 
Absolutbetragsbewertung entstanden ist, stellen wir für jede rationale Primzahl p einen 
p-adisch bewerteten Körper zur Seite. Dieser letztere wird folgendermaßen erhalten: Wir 
bilden zunächst die perfekte Hülle des Körpers P in bezug auf seine p-adische Bewertung 
(der Henselsche p-adische Körper K(p)). Dann schließen wir diesen algebraisch ab und 
nehmen wieder die perfekte Hülle dieses letzten Körpers, welche ein sowohl perfekter als 
auch algebraisch abgeschlossener Körper ist und auf den die p-adische Bewertung von P 
fortgesetzt werden kann (vgl. Hasse [3], Loonstra [6], Kap. II und die dort angegebene 
Literatur). Diesen bewerteten Körper nennen wir im folgenden das „p-adische Gebiet‘‘. Im 
Einklang damit wird der Körper der komplexen Zahlen das „komplexe Gebiet‘ genannt. 

Ein Element aus dem p-adischen Gebiet nennen wir transzendent, wenn es keiner 


n 


algebraischen Gleichung $ a,2’ = 0 genügt, wobei die Koeffizienten a, aus P sind. 


v0 
Unter allen algebraischen Gleichungen mit ganzen rationalen Koeffizienten, denen 
eine algebraische Zahl & genügt, gibt es eine, bis auf einen Faktor + 1 eindeutig bestimmte 


Gleichung G(z) = $& a,z” = 0) mit kleinstem Grad und teilerfremden Koeffizienten. Die 


o=V 





*) Abgekürzte und umgearbeitete Fassung einer. Dissertation, die im Mai 1955 von der Mathematisch- 
Naturwissenschaftlichen Fakultät der Universität Göttingen angenommen wurde. 
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Gleichung G(z) = 0, die notwendig irreduzibel sein muß, nennen wir die Minimal- 
gleichung und das Polynom G(z) das Minimalpolynom von «. 

Den Grad von G(z) nennen wir denGrad von x und das (durch & eindeutig bestimmte) 
Maximum der Absolutbeträge der Koeffizienten von G(z) nennen wir die Höhe von x. 


Eine analytische Funktion f(z) wird algebraisch im arithmetischen Sinne (kurz: 


i,k 
algebraisch i. a. $.) genannt, wenn sie einer algebraischen Gleichung $& a,,z'(f(z))* = 0 


1,%2= (0,0 
genügt mit algebraischen a,, über dem Körper der rationalen Zahlen P. (Mithin genügt 
f(z) auch einer solchen Gleichung mit ganzrationalen a,,.) Unter einer analytischen 
Funktion wird dabei im komplexen Gebiet eine gewöhnliche analytische Funktion, im 
p-adischen eine einzige Potenzreihe $& c,(z — z,)’ mit einem mehr als den Punkt z = z, 
v=( 
enthaltenden Konvergenzbereich verstanden, da im p-adischen analytische Fortsetzung 
einer Potenzreihe durch Umbildung unmöglich ist (vgl. Loonstra [6], Kap. III). 

Es sei noch hinzugefügt, daß im folgenden das Zeichen | | eine beliebige Bewertung 
darstellt. Wenn es sich um einen gewöhnlichen Absolutbetrag bzw. um einen p-adischen 
Betrag handelt, wird diese Tatsache im Anschluß an Hasse [3] durch einen angehängten 
Index oo bzw. p präzisiert, wie | |, bzw. | |,. Eine Beziehung, welche nur das Zeichen | | 
ohne Index enthält, gilt also für irgendeine dieser Bewertungen. 

Diese Arbeit ist von Herrn Prof. Th. Schneider angeregt und auf jede Weise gefördert 
worden. Es ist mir mehr als eine formale Pflicht, ihm an dieser Stelle für seine mensch- 
liche und fachliche Hilfe bestens zu danken. 


TEIL I. 


Verallgemeinerung und Übertragung des 1. Schneiderscehen Kriteriums ins p-adische. 


$ 1. Vorbereitendes über Interpolationsstellen- und Höhenfolgen. 


In diesem Paragraphen wollen wir gewisse Interpolationsstellenfolgen, die zulässigen 
Folgen, abgrenzen, die wir dem Satz I des $ 3 zugrunde legen. Dazu brauchen wir die 
Begriffe ausgeglichene Folge und vergleichbare Stellenfolge. 


A. Definition. Eine nach + oo divergierende Folge {u„} von reellen Zahlen heißt 
ausgeglichen, wenn es eine positive reelle Zahl A derart gibt, daß von einem genügend 
großen n ab die Relation 


(1) = 
gilt. Dabei wurde gesetzt: w„ = Max (u,), u. = Min (u,). Da {u„} keinen endlichen 
Häufungspunkt besitzen soll, ist die Ycksens den Keiksann klar. Es gilt immer 

(2) Un Sun S Un 
und für monoton nicht-abnehmende Folgen 

(2a) Um = Un = Un. 

Lemma 1. Es sei {u„} eine ausgeglichene Folge. Dann ist jede Folge {u}, } ausgeglichen, 


die durch Weglassung endlichvieler Anfangsglieder entstanden ist, sowie jede Folge {u//}, die 
aus {un} durch Hinzufügung endlichvieler Anfangsglieder hervorgeht. 
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Beweis. Es ist klar, daß für n — oo auch u), u) — + oostrebt. Es bleibt nur übrig, 
die Relation (1) für {u/}, {uj/} zu verifizieren: 

Es si = u, m» mZ1 fest, n=1,2,.... Aus der Voraussetzung folgt die 
Existenz eines N > 0, so daß fürn> N 


n N, 


Zu, Eu, 
3 u,., > Max (0, u Th = a N 
( ) +, % ( ’ a n n+19 N Uns ’ 


gilt, wobei e der Bedingung 0 < e < A unterworfen ist. Andererseits gelten 


u, = Min (u;) = Min (u,) = U,4r für »=1,2,..., 
(4) ag j=n,r+1.... j=n. tr, m +r+l1.... 
ü;,= Max (w)= Max (u)= Max (u)=u, ,..' fürn>N. 
je1,..,n+1 j=mn +t1l,..,mo +n+1 j=1..n+n+1 


n n.+n N. 


u’ U, uU, 
(5) z" 5 si U, No + n = [er z => 
5) —-- = - = > Zn: — 
Nunsı von,tı Mn, +tn+1 N (n. + n) Un,+n+1 (n.+ n) Un+n+ı | 
no+n 
> - (A—e) > A—e>0, 
n 
zu 
d.h. . = >U—gä,, 


Es sei jetzt u’ = u, „‚mZ4fet,n=m,+1,n, + 2,.... Es gibt wie oben 


n n—n, 


ein N >0, so daß fürn > N folgendes gilt: 


| U,_n,.+1 > Max (0, u,)) 


n—-n, N, 


(6) 2 ur Su e  n—n € 
| v1 A nd v=]1 } 0 

> Au f — <— 1 — 

Ir — nr nu”, |, 2’ 2A 


mit O0 <e<A. 
Andererseits gelten, wie bei (4), 
w=u_„füv=n, +1, +2... 
m Ber, 
= ı fürn >N. 


n+l n—n,- 


Aus (6) und (7) folgt nun 


n N, n n—n, N, 

. ’ [23 [73 [77 

Zu, zu, z u, zu, Zu, 

(8 er u 7... omas vn tl __ Nn —Ng v=1 — v=1 — 
) u’ er u’ 77" EI n (n—n )u BF 

nU,;ı nU,;ı nu,+ı oVU,_n-+1 nu, +1 


d.h. AT >A— Ni, 


Durch aufeinanderfolgende Anwendung von (5) und (8) gewinnen wir aus Lemma 1 
folgende Behauptung: 





für 


Le 
zu 











ie 


na 1 
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In einer ausgeglichenen Folge darf man die Werte endlichvieler Anfangsglieder ab- 
ändern, ohne daß dabei die Ausgeglichenheit beeinträchtigt wird. 
Lemma 2. Es seien {u„}, {vn} zwei nach + oo divergierende Folgen von reellen Zahlen, 


für die das Verhältnis —- für genügend großes n zwischen zwei festen positiven Zahlen liegt. 
Un " 


Wenn die eine dieser Folgen ausgeglichen ist, so ist es auch die andere. 


Beweis. Nehmen wir an, daß {u„} ausgeglichen ist. Außerdem gilt nach Voraussetzung 


(9) un 
„u >0,. >0 


fürn > N 20, wobei k,!, N passend zu wählen sind. Nach Lemma 1 können wir nun 
die ersten N Glieder der beiden Folgen weglassen, d.h. die ursprünglichen Folgen mit 
{u/} = {u,.„} bzw. {v)} = {v, ,„} ersetzen. Aus (9) folgt 


n 


(10) vo’, > ku‘, und v/, <a. 


(5) und (10) zusammen liefern nun 


z vo Zu, 
"HT >— "UT >-—(A—e) für genügend großes n, 
nV, +1 l n u, +1 ! 


d.h. {v;)} ist ausgeglichen und folglich {v,} auch. 


Lemma 3. Es seien {u„}, {vn} zwei monoton nicht-abnehmende, nach + © diver- 
gierende Folgen von reellen Zahlen. Es gelte ferner 
Un+ Un+ 
(11) er 
für genügend großes n. Wenn {u„} ausgeglichen ist, so ist es {v„} auch. 
Beweis. Fürrn>N =0 sei m >0,ı, >0 und (11) gültig. Nach der im vorigen 
Lemma gemachten Bemerkung genügt es, die Folgen {u,} = fu, .,„} und {v)} = {v,.„} 
zu betrachten. Aus (2a), (11) und (5) erhalten wir 


n 
’ 
ZSv ’ D ‚ ‚ ’ ’ 
= _15 EEE % Is 15% Uyrı u, 
aa un a a FEN eu 
NV,+ı v=1 Uu4ı »-1U,,ı U,ı4o Un +1 v-1U,;ı U,ıo Un+1 
n 
’ 
ı » u zu 
v Fr »r 
nr di —— m — > A—- e für genügend großes n. 
nr ı Un4ı nu, ;ı 


Um Beispiele ausgeglichener Folgen angeben zu können, führen wir zunächst eine 
bequeme Bezeichnung ein: Wir betrachten Vektoren “= (ig &y +68 0,0,...) mit 
nur endlich vielen nicht verschwindenden reellen Komponenten und erklären die Vektor- 
operationen wie üblich. Es sei 0 der Nullvektor; wir setzen «> 0, wenn & + 0 und die 
erste nicht verschwindende Komponente von & positiv ist, so wie allgemeiner “> B, 
wenn & — ß >0 ist. Setzen wir für hinreichend großes n 

n® — n* (log n)* * » + (log n)*«, 


> 


wo log“”x den k-fach iterierten Logarithmus bezeichnet, so ist u, = n* für & >0 ein 
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19} 


Beispiel einer ausgeglichenen Folge. Für späteren Gebrauch vermerken wir die Rechen- 
regel n‘’** "MP — (n?)* - (n”)® und setzen speziell J = (1,0,0,...). 


B. Definition. Eine Folge {z,} ohne Wiederholung und von lauter algebraischen 
Zahlen nennen wir eine vergleichbare Stellenfolge, wenn es eine Stelle Z, die nicht notwendig 
algebraisch zu sein braucht, und eine positive Zahl ce derart gibt, daß 


(12) a—i = vr 


für genügend großes n gilt, wobei h„ die Höhe von z, bezeichnet. 
Jede vergleichbare Stellenfolge {z,}, bei der die Grade der Glieder unter einer festen 


Schranke liegen, ist konvergent mit dem Limes £. 


Eine gegen Null konvergente wiederholungsfreie Folge {z„} rationaler Zahlen z, = en 


mit 2 = O (| q|,) und a <1 ist ein Beispiel einer vergleichbaren Stellenfolge mit £ = 0 
und einem c, daß der Relation 0 <c <1—.x genügt. Ein weiteres Beispiel bilden die 


Näherungsbrüche (2) des regelmäßigen Kettenbruchs einer reellen Irrationalzahl Z£. 


Für den Satz I, welcher den Hauptsatz dieser Arbeit bildet, sind folgende Inter- 
polationsstellenfolgen von Wichtigkeit: 

C. Definition. Es sei {z„} eine Folge von algebraischen Zahlen und jeweils A, die 
Höhe von z,. Wir nennen {z,} eine zulässige (Interpolations-)Stellenfolge, wenn 

1. {z„} eine vergleichbare Stellenfolge von beschränktem Grad (d.h. die Grade 
sämtlicher z, bleiben unter einer festen Schranke) und 


2. {log h„} eine ausgeglichene Folge ist. 
Beispiele von zulässigen Stellenfolgen {2,} sind z, = z — mit einer natürlichen 


Zahl a > 1 und die Folge der Näherungsbrüche | De des regelmäßigen Kettenbruchs 


einer reellen Irrationalzahl Z£, sofern dieser beschränkte Teilnenner besitzt (z.B. ein 
periodischer Kettenbruch). 


$ 2. Einige Hilfssätze. 
In diesem Paragraphen stellen wir einige Hilfssätze zusammen, die bei den Be- 
weisen der Sätze I bis III benutzt werden. 


Hilfssatz 1. Zwischen der Höhe h einer algebraischen Zahl x und ihrem Absolutbetrag 
x |„ besteht die Beziehung 


h 

1 al, < E 

) | do Io + 

Den Beweis dieses wohlbekannten Satzes können wir uns ersparen. 

Hilfssatz 2. (Siegel [13], S. 176). Es sei 

P(ı)=k+''’ + har 
ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten, das im Körper der rationalen Zahlen 
reduzibel ist, und 
P(x) yo (ki, u ee zn k,,x") Q(x), 0<n< N, (ko, ..-. ky.) —=1 

eine Zerlegung von P(x). Setzt man 


Max (Au lan. | An lo) = k, Max (hular | An Io) = A", 


l 





Da 


glei 


eilt 


mit 


wob 


der { 
M; | 


eilt. 


in ei 


für d 


gilt. 


Jouı 
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so gilt 
(2) k’'<n!k. 
Hilfssatz 3 (Siegel [14], S. 7, Schneider [10], Kap. I, $ 1). Das lineare Gleichungs- 
system 
(3) Zi =0,n=l,..„Mm; R>m 
v=1 


mil ganzer ı rationalen Koeffizienten x„, besitzt eine nichttriviale Lösung in ganzen rationalen 
“len Fan 2... %n mit der Eigenschaft 


m 








(4) 1. SsHaByP "” +1|, m =1,..,8. 
Dabei ist B= Max(| a, |„). /st insbesondere n > 2m, so gilt 

(5) . al SM. 

Hilfssatz 4 (Schneider [11], S. 61). Es sei x eine algebraische Zahl, die der Minimal- 
gleichung Z a,2* = () genügen möge und ) eine beliebige nicht negative ganze Zahl. Für x* 


”=0 


gilt die Darstellung 


(6) "| ’(d,, + dı,x + ng 1,208° ') 
mit ganzen rationalen dy ;,-.-,‚d,_ı... Es güt ferner 

(7) d,. |» = (2h)* («=0,..,.0—1), 
wobei h die Höhe von «& bezeichnet, d.h. h—= Max |a,|,. 

Hilfssatz 5. Es seien die Reihen Y 

(8) fı(2) = Z a” (2 — (k=1,2,...N) 

j=0 

der N analytischen Funktionen fx(2) für | ©—&| = r absolut konvergent und die N Konstanten 
M,(k=1,2,...,N) so gewählt, daß 

(9) la® |" <M, (=0,1..;k=12...N) 
gilt. Dann ist der Ausdruck 

My, My... MN 
(10) P(z) = P) Cam u HI)" Fe)“ * (Frlz))"r 
Hırllass- un=0,0,...,0 

in eine für |2z— {| <r konvergente Potenzreihe entwickelbar, 

(11) Plz) = Zd,(e — L)', 

j=0 
für deren Koeffizienten d, die Abschätzung 
z\ 

(12) 1d,| <E-Mm- Mm Mer. (&) Gl... 
gilt. Dabei ist gesetzt | 

(13) RE se (m, =0..,05 m = 0,.. . Me nr, =0..,Mm,): 

M; = AMax(1,M,)) (k=1,2,...N). 
R.weis. Setzen wir z— =. Nach (9) wird fr(z2) (k=1,...,N) wie folgt ma- 
1 : 
(14) f«(2) < z k=1,2...8) 
—? 
r 


Journal für Mathematik. Bd. 198, Heft 1/2. 
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Aus (13) und (14) folgt nun für ®©(z) 


Mi Mar MN 7 (m, tm, ++ +my) 
(15) Sl) <C- B> My: My: Men ( _ 2) 
r Bu ns, un =0,0,..., 0 


A 


(m, 4 
<E:-(m, +1)" (m, +1) (Max(1, M,))" * (Max(1, M ))": ( -#) 


..r MN 


arimt 
] 
Zz\+_ = 72) (7) 
16 1——| = 4 —| < 2# _— 
Fr. | .) a | ] r = r|. 
2 
Aus (15), (16) mit a = m, + + m,,m, + 1 Ss 2”* und der 2. Hälfte von (13) ergibt sich 


Aus | < 2#+i folgt aber 


5-0 


0) Z\I 
(17) De) <E-Mm--- Mur: z (5) mit W,=4Maxll,M)) (k=4,...,N), 


woraus (12) zu entnehmen ist. 


Hilfssatz 6. Es sei D®(z) wie oben bei Hilfssatz 5 beschaffen. Außerdem habe es in 


dem kleineren konzentrischen Kreis |z— {| < g die Nullstellen z,, 25, .. .,2,. Dann gilt 


ür alle z mit |z— {|< — und z+z „29,...,2, die folgende obere Abschätzung: 
8 1 g 
Pe) m u 
(18) (2. — 2) (2— 2) <Ee:yi ya" 90 <a), 
1 v 


wobei & dieselbe Bedeutung hat wie bei (13) und y»Yn--„Ys Z1 zwar von L,r und 
fl) (k =A,..., N) abhängig, aber von c ‚und v unabhängig sind. 


KHılla UN 
Beweis. Durch Induktion beweisen wir zunächst die Formel 


(19) = 3a, 3 zuz.. ” (v=A,...n). 


2—2)''2—2) 3; RR Hay=i-» 


Io» Fir +++» q,z0 


Nach (11) und der Voraussetzung gelten nämlich 
®(z) Per P2 d;2', 
j=0 


0=da)= zu. 


3-0 
Durch Subtraktion und darauffolgende Division mit z— 2, = 2— 2, erhalten wir 


®(z) 


2— 2 


(20) = s@'+Ä24. +27? 4+ 7) 
j=1 


j-l Gtm=i-1 
In Z0 


= = | = Pr.) 


d.h. (19) für » = 











Au 


(24 


Die 
(12 


Da: 


zerlı 


Dan 








legen, Übertragung der Schneiderschen Algebraizitätskriterien ins g-adische. 35 


Gesetzt, (19) sei richtig für ein v» mit 1<» <n,. Es gilt laut der Voraussetzung 
© (2,41) = 0, weilnochv +1 Sn, ist. Setzen wir z = z, ,, in (19) ein, so erhalten wir 


j-rv 


oo 
(21) 0= >5d| E et N. 
9 +41 („=i-r 
9.91... 0 


Die Subtraktion von (21) von (19) und Division mit z— z,,, = 2— 2, ,, liefert uns 


) ® (2) 
(22) - ee 7 
(2 — 2ı) as (z — z,) (2 — 2,41) 
ao 
— Mlı 2. 070 07 Tv-+1\ \ 
= 24 B; Zah ZI B> zuztrn 
j=r+1 Htgs+ +q,=i Str +7 =ji-r-i-1 
11,93 yzv 909,120 
l 
oo 
= 54/ 2 zu N. 
y i=r+1 “t4ı+ Qy,+1 i—r—1 
991.9, 417 Z0 
Das ist aber gerade die Formel (19) mit » + 1 an Stelle von ». 
Die innere Summe in (19) ist also ein Polynom in z, z,,.. .,2,, welches homogen 
n 


vom Grade 7— v(j 2 ») ist und dessen Koeffizienten alle gleich 1 sind. Die Anzahl der 


lt u a : ’ (v a TE A )- (). 
DR 


Glieder dieses Polynoms ist bekanntlich F 
u 5 


I 


Hiernach gilt für |z| + 


3 
(23) P) + el < < 2 (3 - für] 2 v. 
Gr tr rg, i—r iS ‚) (; 8 ) ) ] 

d 99:9, Z0 

Aus (19) und (23) ergibt sich nun 

® (2) &. ar fer r\, ER , 

U = I, 2 u. 5 3: 6, ce } 
). 


Die absolute Konvergenz der rechtsstehenden Reihen ist klar. Aus (24) und der Relation 
(12) von Hilfssatz 5 erhalten wir 


®(z) 


B— 2). 2) 


<E- MM... Mus (7) 2(5)s EM Mir (7) 


j-r 
te} 
Das ist aber nichts anderes als (18) mit y„ = Mı (k=1,..., N) und y, = Max (1, 7): 


Für einen völlig anderen Beweis des wichtigen Hilfssatzes 6 siehe den Anhang. 


Hilfssatz 7. Für eine ganze rationale Zahl y gilt 


1 } 
25 < : 
(25) u” Xi 


Diese fast triviale Aussage läßt sich wie folgt beweisen: Es sei y = + p®p, die Faktor- 


zerlegung von x, wobei die zu p teilerfremden Faktoren in p, aufgenommen worden sind. 
1 1 
Danach ist = 9” ‚da >41 ist. 
ib, =Pp" = ze Pi ix ® Pı 











36 lgen, Übertragung der Schneiderschen Algebraizitätskriterien ins p-adische. 


$ 3. Ein Kriterium für die Algebraizität i. a. S. einer analytisehen Funktion. 


Satz I. Es sei f(z) eine im Punkte z—= { reguläre analytische Funktion. Die Funktions- 
werte {f(z,)} für eine nach &£ konvergierende zulässige Folge {21} aus dem Definitionsbereich 
von f(z) mögen folgenden Bedingungen genügen: 

a) Die f(z,) sind lauter algebraische Zahlen von beschränktem Grad (etwa <t,t>0 fest). 

b) Es gilt 

log H„ = o(nlogh,) für n> ©, 
wobei H„ die Höhe von f(z„) bezeichnet. 

Dann ist f(z) eine algebraische Funktion i. a: S. von 2. 

Umgekehrt hat die Folge {$f(z,)} der Funktionswerte einer algebraischen Funktion i. a. S. 
f(z) die Eigenschaften a) und b) für jede gegen eine reguläre Stelle £ von f(z) konvergente 
Folge {z„} algebraischer Zahlen beschränkten Grades. 

Das 1. Schneidersche Algebraizitätskriterium ist als Spezialfall für das komplexe 


Gebiet mit der Interpolationsstellenfolge {z,} = rn im obigen Satz enthalten. (Schneider 
[11], vgl. auch $1C.) 


Beweis der Hinlänglichkeit. Die Zulässigkeit von {z, } besagt: 
1. {z„} ist vergleichbar vom beschränktem Grad, d.h. 


(1) die Zahlen z, sind für n = 1,2,... algebraisch und voneinander verschieden; 
(2) es gibt eine positive reelle Zahl ce derart, daß für genügend großes n 
E - 


eilt; 

(3) es gibt eine positive reelle Zahl s derart, daß der Grad von z, für allen = 1,2,... 
immer <s ist. 

Außerdem folgt nach dem im $ 1 B Gesagten aus (1) und (3) 

(4) un + © für ns. 
2. flog h„} ist ausgeglichen, d.h. 

(5) es gibt ein A > 0 derart, daß für genügend großes n 


(.Z10r 1.) m log An;ı > A 
v=1 


gilt. 
Wir können jetzt ein N, Z 0 so wählen, daß für n > N, sowohl (2) wie auch 
! wr2. 
(6) m—61<g 


gilt, wobei r eine positive reelle Zahl bedeutet derart, daß die Potenzreihenentwicklung 
von f(z) an der Stelle z = £ für | z2— £| <r absolut konvergent ist. (6) folgt aus (2) und 
(4) (d.h. aus „— {fürn — oo). 

Nun lassen wir die ersten N, Glieder der Folge {z,„} weg und setzen 


„' — - ' — 2 _— 
gg TAN, +0) h, ug: hy, rn? B, en H,,.: 


Für die Folge {z,} gelten (2) und (6) von n = 1 ab, (1), (3) und (4) bleiben unverändert 
und (5) wird ersetzt durch 


(7) (Zoe) inlogh,.,. > A—. 
v=1 


für n=1,2,... 


n 


für genügend großes n mit beliebig kleinem &e,0 <e <A. 








erli 
zug 


Ver 


in 2 
sorg 
des 
= 
für 


Defi 


die 
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wob 


Außı 


Unte 
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Die Bedingungen a) und b) der Voraussetzung werden offenbar auch von {z/} 
erfüllt, wenn sie von {z,} erfüllt sind. Dem folgenden Beweis werden wir die Folge {z/, } 
zugrunde legen und da von der Folge {z,} kein Gebrauch mehr gemacht wird, ist keine 
Verwechslung zu befürchten, wenn wir den ’ in z/, A, und H/, weglassen. 


n) 
Wir stellen jetzt ein Polynom 


I, m 


(8) De) = FE u(fle)) 


1, u =0,0 
in z, f(z) auf mit zunächst unbestimmten ganzen rationalen /, m, c,, (lZ0,m >0) und 
sorgen dafür, daß ®(z,) = 0 wird für v—=1,2,.... Wir folgern aus den Voraussetzungen 
des Satzes, daß für hinreichend großes, aber festes n auch ®(z,.,) = 0 ist für alle 
k=1,2,.... Da ®(z) offenbar mit f(z) analytisch ist, so folgt nach dem Identitätssatz 
für analytische Funktionen, welcher für beiderlei Bewertungen gilt, ®(z) = 0 im ganzen 
Definitionsbereich von f(z) 


Zur Ausführung dieses Planes setzen wir z, = a, und f(z,) = ß,. Es seien 


al’) + aa, zZ . -r al’) x0» == 0, a‘) — = 0, o = Ss 
(9) ) N < 


tet Het, db’ +0, 1, St 
die zemeiigen Minimalgleichungen für x,, ß,. Nach Hilfssatz 4 aus $2 gelten für die 
Potenzen x’, 8“ die Darstellungen 
10) er = + Nat He), A= 01,2... 
Br = “(+ + B, +. +0_, Br) »a=0,12..., 


v 


wobei d, ö ganze rationale Zahlen sind mit den Abschätzungen 


ar |. sah), x =0I.:..,0,—1, 
(11) { ve ((=1,2...). 
0 o = <s (2H,)", “"—=(,..., ee 1 
Außer (11) gilt nach Definition der Höhe 
12 eh (42 
( ) ! | 6 A . H, v—=1,2,.. +). 


Unter geeigneter Wahl von I, m, co, (1=0,...,!; u=0,...,m) lassen wir jetzt ®(z,) 
fürv = 1,2,...,n verschwinden. Wie diese Wahl zu geschehen hat, wird unten gezeigt. 
Mit den Werten von x, ß" aus (10) wird 


I,m I,m 0, i i T, 
(13) Ba)= £ 0,alft= 2 0,” T2 a) (3 82,8), 


),u=0,0 ),u=0,0 ”—=0 „’ 
d.h. 


ol, r,—1 : l,m 3 en 
(14) B(z)= 5 Br, = C,,0,) e "2,82: 


7,4 =0,0 


Hiernach genügt es, 


l,m _— a 
(15) 2 Sud, ram), = 0 für * u a v=1,2,...n) 


1,0=0,0 eör EEE en | 
zu setzen, damit ®(z,) = 0 für v=1,2,...,n wird. Wir machen die linke Seite von 


je . . . . ° U ,(„ym eo 
(15) ganz rational, indem wir sie mit a,) u multiplizieren: 


(16) 5 (at? u g 6) Je,= in 


),u=0,0 
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für dieselben Werte von x, x’, v wie in (15). Setzen wir 


1-3 m— u 
(») (») MM») S(v) ’ 
(17) G,, by d,’,ö ur K ZJusn,»;v) 


„,y 
so wird {16) abgekürzt zu 
De  =Q..,. 
(18) > FR FR - 0 für (% ; " (v Zu 1, 2, ... n). 


1,0 =0,0 “ = EBENE —1 


(18) ist ein lineares System in (l + 1) (m + 1) Unbekannten c;,, dessen Gleichungsanzalıl 
5o,r, <nst ist. Außerdem sind die Koeffizienten Ä,,.,,., ganze rationale Zahlen, 
v=|1 

deren Absolutbeträge wie folgt abgeschätzt werden: 


Nach (17), (11) und (12) gilt 
Mm IK EEE RESFÜE (ul. m. 


Wir wählen jetzt ein N, 0 so, daß fürn > N, gilt 


(20) log H„ < gqn log h„ 
mit einer positiven Konstanten g, welche den Ungleichungen 
q = 2st 
(21) SR e(A — e)? 
174985318 
genügt. 


Das ist nach der Bedingung b) der Voraussetzung möglich. Darauf wählen wir ein 
N,.= N, so, daß fürn > N, 

(22) log Hy, < qnlogh, 
eilt. 

Das ist auch möglich, weil qn log h„ — + oo mit n — oo (vgl. (4)). Aus (20) und (22) 
folgt die Gültigkeit der Ungleichung 

(23) log H„< qn log hn für n > Ns. 


Denn (22) ergibt log H, < qn log h„ <= qn log An für v=1,2,...,\,, wenn n >N,, und 
(20) ergibt log H, <gvlogh, < qn log An für v=N,+4A,...,N, wenn n > N,, also 
erst recht, wenn n > N, ist. 

Unter Benutzung von (23) wird (19) zu 


_ pr + m e! log In + m log Hy Pe y% m ee! + gum) log An 


(24) sit Io = 
fürv»=1,2,...,n, wobein > N, ist. 

Jetzt wählen wir die anfangs unbestimmt gelassenen Grade /!, m von ®(z) nach z 
bzw. w = f(z) wie folgt: 
2st 
4 





(25) I = [Y2stgn], m = | 


Laut (21) ist also m 2 1, d.h. in ®(z) kommt w = /(z) wirklich vor. Diese Werte von !, m 
genügen der Beziehung 

(26) (U +1) (m +1) > 2nst. 
Danach wird (17) zu einem linearen System mit ganzen rationalen Koeffizienten, dessen 
Gleichungsanzahl die doppelte Anzahl der Unbekannten übertrifft. Also besitzt dieses 
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System nach Hilfssatz 3 aus $2 eine nichttriviale Lösung in ganzen rationalen Zahlen c,,, 
deren Absolutbeträge folgender Einschränkung unterworfen sind: 


(27) |c.lo <(!+1)(m + 1)Max | K,„:uw:;r |o- 
Mit Hilfe von (24) folgt hieraus 

(28) | e ® = (l + 1) (m + 1) yL H m oil + qnm) log An < 4! tm e! +qnm) log hy für n > N,. 
Da als Folge von (25) + qnm s 2/2stgn ist, wird (28) zu 

(29) y|o<C(n) füün>N, 
mit 

(30) Cr A, 


Da die c,, ganze rationale Zahlen sind, gilt immer | c;, |» <= 1. Andererseits ist laut (30) 
C(n) >A, woraus | c;, |» < C(n) folgt. Diese letzte Ungleichung läßt sich mit (29) zu 


(31) |cu| <C(n) 
vereinigen. 

Nach der obigen Wahl von /, m, c,, als Funktionen von n zeigen wir, daß aus 
®(z) = 0, ©(z,) =0,...,D(z,)=0 das Verschwinden von ®(z, ,;,) folgt für alle 
n, Zn bei festem, aber genügend großem n. Zu diesem Zweck nehmen wir 


®D(z,) = 0, ER D(z,) . 0, 


aber ®(z, .;,) #0 an und leiten daraus einen Widerspruch her. Nachdem das geschehen, 
brauchen wir nur noch das Prinzip der vollständigen Induktion anzuwenden, um daraus 
auf die Gültigkeit von ®(z,) = 0 für alle »—=1,2,... zu schließen. Nach dem am Anfang 
Gesagten sind wir dann mit dem Beweis des Satzes fertig. 

Wir wollen zunächst | ®(z,, ,,) | nach oben abschätzen. Nach dem vorigen Absatz 
genügt ®(z) allen Voraussetzungen des Hilfssatzes 6 aus $2 mit N = 2, f,(z2) = z, 
fs(z) = f(z), m, = l, m; = m, & = C’(n). In diesem Spezialfall und für » = n, lautet die 
Formel (18) von $ 2 
D (2) r 
32 zur _- <Cln) yyyi für | |< 
(32) (.— 2)’ -(2— 2.) <Cin) yı'Y2 9% | | g 
mit Y%9 Yı, Pa Z 1, woraus durch Einsetzung 2 =, ;| 

© (z,, t ı) 
(Zn, +1 — 2ı) BEER (Zu, Ye Zu.) 


n, 


(33) <C(n): y »'% 


folgt. Mit Berücksichtigung der Gültigkeit von (2) für die normierte Folge {z,} vonn = 1 
ab finden wir 


u 1 EURE . 
4) |, 31S12,41 81413, —2|s Mr F hi =% ER 
Aus (33) und (34) folgt nun 
Ir Y m .,Nn 2m 
(35) | D(z,,41) | < Cln) yıyz yo‘ 


2 Yo (hi hz .. hn,)“ ” 
Mit Hilfe von (30) erhalten wir nach Vereinfachung 


(36) | Bla, ,) | < eilt tedn . y yayalhı he) 


ı 


mity=4y >19 =49% >19 =29% >1. 
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Es muß hinzugefügt werden, daß (36) fürn, zn >N, gilt. Damit ist die obere 
Abschätzung von | ®(z, ,,) | geleistet. 
Für » = n, + 1 ergibt sich aus (8) und (9), daß 


I,m I,m 


om = ur je M ur = N 
(37) D(z,, . ı) Sein P} Cyu +1 (fz,, } ı))" u P) C;u%n, +1 Hl 
3), u =0,0 3), =0,0 


eine algebraische Zahl von höchstens o, ,,7,, ‚tem Grade und 


n, 
(38) Bla.) = (ad ynynBz,,.) 
eine ganze algebraische Zahl von demselben Grade wie ®(z, ,,) ist. 

Es seien jetzt 
1 : On, 


A. = ee 
(39) 3," ar 


Pu: = A 0 dasjenige von Pu.+1* 


1 
‚, das System der Konjugierten von x, .;, 


n, 


Es sei ferner 


ü I,m ‘ 7 ; 
=. (n, +1) \ (pin, +1)\m 
(40) Bi (as, +1 ) (br +1 ) er (=, + ı) | 


mit i=1,..,.0, 4,3 J=1-., %pı 
7] 11 
gesetzt. Diese Y sind auch ganze algebraische Zahlen; sie sind konjugiert zu Y= Y, und 
+1, nı+lü 
ihr Produkt „= IT ist eine ganze rationale Zahl. Da ©(z, .,) #0 angenommen 
je, 
wurde, ist auch Y(z, ,,) #0 und folglich x #0. 
Wir schätzen jetzt | y | nach oben und nach unten ab: 
Es gilt im komplexen Gebiet nach (38), (36) und (12) fürv=n, + 1 


11 . rn er ” 
41) |PI.= | Pl. <H nn pr yakhı hun)“. 


Außerdem gilt für alle (z, 7) 
7] I,m 
a) IP. <td | 
n,+l1 n,+1 ue 


Der Hilfssatz 1 von $ 2 zusammen mit (12) gibt aber 


(43) 
| Pr, +1 Io < 


Aus (29) und (43) erhalten wir 


> I,m i ; 
64) Elle l&msıla hm 2 <Ematdm+N (m 


(tr 
), 0 0,0 +1 © 


2hn+ı )( 2Hn,+ı ) 
| 


(n, +1) 
. ben |, 


Y Ahn, +1 ‚ 4H,n+ı % 
<C(n) (5 ) (er) s 
Tan, +1 © ki 5 u 


N, + 


(42), (44) und (30) liefern endlich 
ü 


(45) w | < hl, ‚Hr Re ya u 24 m, eV2stan log An, 


n,+1 
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Unter Benutzung von (41) für (i, /) = (1, 1) und von (45) für (i, j) + (1,1) mit Berück- 
sichtigung von o <s, r„.ı St bekommen wir 


n,+1 = 
(46) zu. <P, 
wobei 


(47) U = hi 


n,+1 


Erstm . pe V2s’Pqn log h, “ m ,„,n x rt 
Han, eV "apa yolhı har, 


mit y, = 2 Du, y, = 2 N ,,, also Y4, %5, Ya > 1, gesetzt wurde. 
Da x eine von Null verschiedene ganze rationale Zahl war, gilt außerdem 
(48) rl. 21. 


(46) und (48) geben jetzt zusammen 

(49) 1s|x|.<V 
mit U wie in (47), womit die beiderseitige Abschätzung von | 
betragsbewertung geleistet ist. 


x| ım Falle der Absolut- 


Jetzt . | x |» nach oben und nach unten abgeschätzt: 


Da y ganz ee und a," ), b{"*) ganz rational sind, so gelten 


(50) RR 0, +13 j=1..., T,,+1) 
und 
(51) jam+n | <A, |bmtD| 1. 


‚, 165, ,S 
n,+1 n, +1 '? 
Unter Benutzung von (38) für (i, j) = (1,1) und (50) für sonstige (i, j) und mit Berück- 
sichtigung von (36) und (51) erhalten wir 


+, nl ü 


(52) x, = 92 |7,,<17,< | D(z.,+1) 1 


6,5j=1,1 
<EVEa yE ylh har hy). 
Andererseits folgt aus s>21, 121, „= 2", 2y, Y=r"’y,>y, und 
2.8.81 
(53) VEenIah ya yalhı her hu) SU 
(vgl. (47)). (52) und (53) liefern jetzt zusammen = 
(54) ib,» <V. 


Da x eine ganze rationale Zahl war, gilt außerdem nach Hilfssatz 7 von $ 2 als untere 
Abschätzung für | x |, 


(55) | pi ” > r . = y mit V= AR DR .Yısıl „A4stm , erV2sanlogh, 


(Die letzte Ungleichung folgt aus der Definition von x, aus (45) und o, ,, Ss, T,,, <!). 


n+1 = 


(54) und (55) werden endlich zusammengezogen zu 
1 


Damit ist die beiderseitige Abschätzung von | y| auch im p-adischen Gebiet geleistet. 
Die Vereinigung von (49) und (56) liefert uns jetzt 
(57) F<lal<v, 
woraus folgt, daß 
(6 a een re yarlluhe Rn) > 1 
sein muß, wobei y, = 2**y,, Yıo = 2'"ys gesetzt wurde. 


Journal für Mathematik. Bd. 198. Heft 1/2. 
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Wir zeigen jetzt, daß (58) einen Widerspruch enthält, falls n genügend groß gewähit 
wird. Es wird jedenfalls, wie bisher, immer n > N, vorausgesetzt. Nach (23), (25) und 
n, zn gilt 


(59) ne i Ham vu erst log hn,+1* m log H„,+1) 
er 1’ 


la - Ist = 
Fu an An,+ ı+ v® +q(n, +1)log An, & ı) 


Na eeV 270m +n, +1) log hn,+1 < erV2s ran +1) 10g hy, +1, 


Aus n, Zn folgt weiter 


(60) e* V2s’t°gqn logh, < e* V2s°t°g (n, +1) log Ay, 4a 


Es gilt außerdem 
ya = year] < „Yan, 
(61) VE vr 
Y0= „I z Syo’; 


da Y9 Y%ı0 > 4 sind. Endlich gilt für den Faktor (h, Ah,‘ -h,)“ von UV nach (7) 


Zlogh, 
(62) —_ >A—e>0 für n, >N,, mit geeignetem N, >0, 
nı log An, r 
woraus 


N, 
-£ logh, 


(63) (hurhrr hl) me ’t  <erttomieint fürn, >N; folgt. 


als auch (63) richtig. Also ergibt sich für diese n aus (59), (60), (61) und (63) 


Jetzt wählen wir n > Max(N,, N,). Dann werden für n, Zn sowohl (60) und (61) 


(64) UV< e® V2s’°g4(n, +1) log hy, +1-e(A-e)nı log Pn+ıto m), 
Aus (58) und (64) folgern wir endlich, daß 
(65) (8Y2s°°g — c(A— E))(n, + 1) log hu, + Ollog hy, 41) + On) > 0 


sein muß, wobei n, 2n > Max(N,,N,) ist. Da h,-+ © nach (4) und folglich 
logh, > + © für n, — oo gilt, ist in (65) für n, — oo das erste Glied ausschlaggebend, 
dessen Koeffizient nach der Wahl von g in (21) negativ ist. Hiernach wird für n, >N, 
die linke Seite von (65) negativ, wobei N, > 0 eine genügend große Zahl darstellt. 


Zum Schluß wählen wir ein n > Max(N,, N,, N,)*). Da n, Zn ist, so wird die 
linke Seite von (65) nach dem eben Gesagten negativ, was mit der rechten Seite einen 
Widerspruch liefert. 


Der Widerspruch löst sich nur, wenn wir die Voraussetzung, daß ©(z, ,,) #0 ist, 
für ®(z) = ®(z,)= = D(z,)=0 mit n, 2n > Max (N,, N,,N,), fallen lassen. 
Also gilt ©(z, ,,) = 0, wenn ®(z)=0 ist (v=1,...,n,), wobei n, Zn, n fest und 


> Max(N,, N,, N,) ist. Damit ist der Satz nach dem bereits gemachten Hinweis auf 
vollständige Induktion bewiesen. 


*) Natürlich werden die Werte von l, m und c,, und folglich das Polynom ®(z) auf diesen Wert von n 
abgestimmt. 
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Beweis der Notwendigkeit (Umkehrung des Satzes TI). 


Es sei w = f(z) eine algebraische Funktion i. a. S. (d. h. sie genüge einer Gleichung 
i,k 
5 c,„zw” = (0 mit ganzen rationalen c,,) und {z,} eine Folge von algebraischen Zahlen 
.2=0,0 


von beschränktem Grad <s, wobei s als ganz rational gewählt werden darf. Danach 
genügt f(z,) einer Gleichung 


i,k 
(66) zZ 0,4,wW" =). 
1,x%7=0,0 


Es sei ferner z( = 2,,2(”,..., z(" mit o, Ss ein vollständiges Konjugiertensystem von 


n — 


z, in bezug auf den Körper der rationalen Zahlen P, 


(67) Zar —0 
v=0 

die Minimalgleichung und h, die Höhe von z,. Hiernach werden ZU’ (j=1,2,..., o,) 
durch Multiplikation mit a zu ganzen algebraischen Zahlen und es gilt 

(68) lan |» Sh. 
Daraus folgt, daß f(z,) der Gleichung 

m „dk ; 
(69) tim) z &.(@yw”) = 0 
j=1 1,x=0,0 
genügt, welche lauter ganze rationale Koeffizienten hat. Das Minimalpolynom von f(z,) 
ist also ein Teiler der linken Seite von (69). Der Grad r, von f(z,) ist also < ko, < ks, 
d.h. {f(z.)} ist von beschränktem Grad, womit die Bedingung a) der Voraussetzung des 
Satzes I mit i = ks erfüllt ist. Die Höhe 4, von f(z,) ist definitionsgemäß das Maximum 
der Absolutbeträge der Koeffizienten dieses Minimalpolynoms. Um H,„ abzuschätzen, 
werden wir zunächst das Maximum #/, der Absolutbeträge der Koeffizienten von (69) 
wie folgt abschätzen. Es sei c = Max (| c,, |.). Nach Hilfssatz 1 aus $ 2 gilt ferner 
h 2h 
70 |< . 1s . 
( ) ı 2 ” | a l« ni e. | an le 


Mit Hilfe von (68) und (70) führen wir die folgende Majorantenrechnung durch: 


Pr Die ap% or ©; ln \' - 
() 20, )uw<|o,. 2 € | w 


1,x=0,0 ,x=0,0 ® 


h Far j k 
—- (i +1) Rech Zur <u-c-h Zu“ 
”=0 ”=0 


und folglich 
17 ; ük , ER 2 k \en ” F ’ k . 
(1) IM (2) Z c,(y u) < (4 c- hi)” ( zu‘) <c-4". he ( zw) i 
j=1 1,x=0,0 ”=0 ”=0 
k 8 
weil o, <s ist. Da alle Koeffizienten in | Zu) kleiner als (k + 1)’ sind, so gilt für 7 
”»=U0 

die Abschätzung 

(72) H;, <e4®(k +A)'h®. 
Hilfssatz 2 aus $ 2 gibt, unter Benutzung von (72), die gesuchte Abschätzung 

(73) H„<(ko,)!H, <(ks)!- © -4*-(k+1)'-hü, 
d.h. 

(74) H„<ak: 
wobei c,, cs von n unabhängig sind. Aus (74) folgt sofort das Erfülltsein der Bedingung b) 
der Voraussetzung. 

6* 
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Bemerkung. Im Verlaufe des Beweises der Hinlänglichkeit von Satz I ergibt sich 
eine obere Schranke für den (wirklichen) Grad k der (algebraischen) Funktion w = f(z2). 


Es gilt nämlich 


2st 16 5212 
en a: N: | = Max (1, 4 2n;) 


c?(A — 28)? 
128531? 
beliebig klein gewählt werden darf, bekommen wir für die gesuchte Schranke 


wenn wir q = Min (20% ) wählen, was den Bedingungen (21) genügt. Da : 


165212 
) id 
(76) k < Max (4 n ). 


Daß diese Schranke allerdings recht grob ist, kann man an dem Beispiel z, = („): also 


A=1-— g(e, > 0, beliebig klein), ce = 1, s = 1 sehen. f () sei fürn =1,2,... rational, 


also t = 1 und genüge außerdem der Bedingung b) des Satzes I. Nach diesem Satz ist 
f(z) eine algebraische Funktion. Es ist aber nach dem Hilbertschen Irreduzibilitätssatz 
ersichtlich, daß f(z) eine rationale Funktion von z sein muß. Also muß k = 1 sein, während 
aus (76) sich k < 16 ergibt. 


$ 4. Ergänzende Bemerkungen. 


Auf ähnlichem Wege wie zum Beweis von Satz I lassen sich einige weitere Resultate 
gewinnen, welche Satz I in verschiedenen Richtungen verallgemeinern. Wir stellen diese 
nachfolgend als Sätze zusammen, gehen auf die Beweise jedoch nicht ein, da sie keine 
neuen Gedanken enthalten. 

Dem nächsten Satz legen wir eine Interpolationsstellenfolge {z,„} zugrunde, die 
folgende Eigenschaften besitzt: 

1) {z„} ist vergleichbar; 

2) Die zugeordnete Höhenfolge {h„} divergiert gegen + 0; 

3) {log h„} ist ausgeglichen. 

Eine solche Folge {z,} nennen wir eine verallgemeinerte zulässige Folge. Der Unterschied 
gegenüber den zulässigen Folgen von $1 besteht darin, daß die Bedingung über die Be- 
schränktheit der Grade von {z,} durch die schwächere Bedingung 2) ersetzt wurde. 


Satz II. Es sei f(z) eine im Punkte z= £ reguläre analytische Funktion; & werde 
durch eine verallgemeinerte zulässige Folge {z„} approximiert. o„ und t, seien die jeweiligen 
Grade und h„ und H,„ die jeweiligen Höhen von z, und f(z,). Wenn dann entweder 


2) „m = o(n”), 

b,) log H„ = O(n’-37 log h,) für 0 <y< 
oder 

2) „m=o(m), 


b,) log H, = O(n’-® log h,) für 0 <y 
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Satz Il’. In den folgenden beiden Spezialfällen sind die obigen Bedingungen a) und b) 
auch notwendig für die Algebraizität ı. a. S. von f(z): 


1) o„ beschränkt, d.h. u <s,s >0, fest. 


2) = O(n°) mit 0 <6 < z J und log o„ = O(log h,). 
Der Spezialfall der Sätze II und II’ zusammen für beschränktes o, und y — 0 


enthält Satz I und damit auch den Schneiderschen Satz I. Für beschränktes o„ und 
y- -F enthalten die Sätze II und II’ zusammen den Schneiderschen Satz III*). 


Der folgende Satz III stellt ein hinreichendes Kriterium für die algebraische Ab- 
hängigkeit i. a. S. von N (N > 1) vorgegebenen analytischen Funktionen auf Grund ihrer 
Wertevorräte dar. Die algebraische Abhängigkeit i. a. S. wird wie folgt definiert: 


Definition. Es seien N Funktionen f, (z), fs(z), ... ., /y(z) vorgegeben. Wir nennen 
diese Funktionen algebraisch abhängig i.a. S., wenn zwischen ihnen eine Relation von 


Mi My... MN 
der Form P} 

Un Uns un=0,0,..., 
folglich auch eine solche mit ganzen rationalen) Koeffizienten c 


(f (2) )" (fs(2))” - * * (fx(2))"X = 0 mit algebraischen (und 


Cum “AN 
0 


mm uy Pesteht. 
Dem folgenden Satz legen wir als Interpolationsstellenfolge eine wiederholungsfreie 


konvergente Folge {z,} (der Limes von z, sei wiederum mit £ bezeichnet) zugrunde mit 


der Eigenschaft, daß die zugeordnete Folge {log p.} ausgeglichen ist, wobei p) = — : B 


| on “il 


gesetzt wurde. Es sei darauf hingewiesen, daß hier die Algebraizität der Glieder der 
Folge {22} nicht vorausgesetzt wurde. 


Satz III. Es sei {z,.} eine Folge der eben geschilderten Art. Ferner seien f,(z), 
f»(2), - - -,fy(2) analytische Funktionen, welche für z = £ regulär sind. 

Wenn fı(») (k=1,2,..,N;n=1,2,...) lauter algebraische Zahlen sind, für 
deren jeweilige Grade o,,„ und Höhen K\ entweder 


N — > > 
a) Mr. =0w),yZ0, 
k=1 


b,) log H® — (k=1,2,...N;1<sj<N) 
g n 


Jo“ log p,), 5, >0 für k=]j 
|o(n’ log p,),, 2 0 für k+j 


oder 


N > _ > 
2) IIo,.. - O(n’), > 0, 
k=1 


b,) log H® = o(n®* log p,), 6, 20 (k=1,2,..., N) 
a N, — 
y+ 36.+J 


> HE .. > - 
gelten, wobei in beiden Fällen (N +1)y+ YZ6.=(N —A1)J und ö,< - 


k=1 
(k=1,2,...,N) sind, so sind f, (2), fs(2), - - -, fy(2) algebraisch abhängig i. a. S. 
Zusatz. Satz III bleibt auch dann richtig, wenn eine oder mehrere der Funktionen 
fh (2), f2(2),- . .,‚ fy(z) an der Stelle z= L eine algebraische Singularität aufweisen. 
u Kant 1 
*) Nach einer Mitteilung von Herrn Schneider ist der Exponent = in der Bedingung s, = 0(v)2 beim 


Wortlaut seines Satzes III (Schneider [11], S. 69) auf r zu berichtigen. 





46 Igen, Übertragung der Schneiderschen Algebraizitätskrülerien ins p-adische. 


Bemerkung. Der Satz III enthält den Hinlänglichkeitsteil des Schneiderschen 
Satzes I. Denn dieser ist in der Spezialisierung des Satzes I auf das komplexe Gebiet, 
und £ = 0 enthalten. Dieser letzte ist wiederum in einer Spezialisierung des Satzes III 
auf das komplexe Gebiet und £ = 0 enthalten und zwar mit N = 2, f,(z) = z, fs(z) = f(z), 


> > > => —> 


Den Beweis des Satzes III werden wir aus demselben Grunde unterdrücken wie bei 
den Sätzen II und II’. 


TEIL I. 


Anwendung des Satzes I auf den Beweis des Mahler-Veldkampschen Satzes. 


$ 1. Einige einfache Höhenabschätzungen. 


Lemma 1. Es seien a, b ganze rationale Zahlen, ß eine irrationale algebraische Zahl 
vom Grade s(s Z 2) und der Höhe h,. 

Dann ist auch = a + bß algebraisch und höchstens vom Grade s und es gilt für 
seine Höhe ha,» die Abschätzung 


har < 22 (Max (| a ]o, | |=))" A. 


Beweis. Es sei a,x° + a,_,2°1+ »-*+a,=0 die Miiimalgleichung für ß, also 
Max (la, |, 1%-ı los.» |@|o) = hz- 


Wenn b +0 ist, genügt © der Gleichung a| = y 2 ) +4,_ı | " I er \+ ot, 
d.h. a,(w — a)’ + a,_,b(w — a)! + ++ a,b® = 0 mit ganzen rationalen Koeffizienten. 
Diese letzte Gleichung ist, abgesehen von einem eventuellen konstanten Faktor, unzerleg- 
bar. Also ist » für b +0 von s-tem Grade und die Höhe von ® wird unten durch eine 


kleine Majorantenrechnung abgeschätzt: 

a,(w — a)’ + a,_,b(w— a)! ++ a,b® 
<|a,lw+lal”+la-l./dlswtlal "++. Id 
<hlakw++lal' dl. + "++ |5ie} 
< hy: (Max (la |., bl.) fs + w+ NN. 

Da der größte Koeffizient in (w-+ 1)® kleiner als 2° ist, folgt hieraus Aa, < hy. 
(Max(| a |„, | |»))*(s + 1) 2°. Mit Berücksichtigung von s+1 < 2° für s> 2 gewinnen 
wir endlich ha, <2*(Max(| a |„,|b|.))' As, wenn b +0. Für b = 0 ist das Lemma 
trivialerweise richtig. 

Lemma 2. Es sei x eine algebraische Zahl vom Grade s und von der Höhe h,, ß eine 
vom Grade t und von der Höhe h;. Dann ist xß eine algebraische Zahl höchstens vom Grade st 
und von der Höhe h,; mit 

has < (st)! 23! (huhz)**. 
Beweis. Es seien 
2 +0,21 ++0=(, 
bt +b_,2tt + +b=0 


die jeweiligen Minimalgleichungen für & und ß. Es seia;,(i=1,...,s) das Konjugierten- 
system von &, ßr (k ==1,...,t) dasjenige von ß. Die Zahlen a,;(i=1,...,5), bıPı 
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8,1 
(k=1,...,t) sind ganz algebraisch, und die Gleichung JJ ab.(«— a;ß,) = 0, welcher &ß 
i,k=1.1 
genügt, hat ganze rationale Koeffizienten. Es gilt folgende Majorantenrechnung: 


st 


st 
II abı(z — aß) < | abe 5 IT (2 + | Pr |.) 


i,k=1,1 i,k=1,1 
Ahshr \* , 
I st r JRR 2st „et „et st 
<iadtl, 0.) e+nt=2 Krk (c +1)“, 
a 2h 
dal]. Sha |blo Shall < ten Al < kb.) 
s io t io 


gilt. Die letzte Beziehung gibt 2" - 2°'h!h5; = 2°"(h,h,)“ als eine obere Schranke der 
8,8 
Absolutbeträge der Koeffizienten der Gleichung JT a,b.(x — x;ßr) = 0. Die Höhe von 


6,=1,1 
«ß wird aber gegeben durch das Maximum der Absolutbeträge der Koeffizienten eines 
irreduziblen Faktors der linken Seite, welche xß als Wurzel enthält. Nach Hilfssatz 2 


von Teil I gilt also h,s < (st)! 2?st(h,hz)**. 


Lemma 3. Es sei & eine algebraische Zahl vom Grade s und von der Höhe h,, k eine 
ganze rationale Zahl. Dann ist = a* eine algebraische Zahl höchstens vom Grade s und 
von der Höhe 


hr <s!2lklosı nklo, 


Beweis. Es sei P(xz) = a,x° +: + a, = 0 die Minimalgleichung von x. Der Fall 
k = 0 ist trivial. 
1 
ak’ 
genügt es nur den Fall zu betrachten, wo k > 0 ist. » = «* genügt offenbar der Gleichung 


Da der Grad und die Höhe von a* dieselben sind wie diejenigen von «+ —= 


1 1 1 
pur) pleur). . ple-ıur) —= (0), wobei & eine primitive k-te Einheitswurzel ist. Die 


linke Seite ist ein Polynom in w von s-tem Grade. Wir schätzen die Absolutbeträge der 
Koeffizienten dieser Gleichung wie folgt ab: Es gilt zunächst 


1 8 1\8 
pleu:) = a. wr +. +m< A 48) j=0,..,k—1). 
Hieraus folgt 
plus) pleur) dal pla-1u8) <ta.lı + or}, 


woraus wir unter Anwendung des Hilfssatzes 2 von Teil I entnehmen, daß h,« < s!2" h* ist. 


Lemma 4. Es sei » eıne ganze algebraische Zahl, N eine ganze rationale Zahl, welche 
> 1 ist. Dann besteht zwischen den jeweiligen Höhen h,, und h,, von » und No die Un- 
gleichung 


No 


IV 


Rh... z Ak, 


Beweis. Es sei we + c,_,w1 + +++ c,= 0 die Minimalgleichung von »®. Dann 
gilt A, = Max(l, |e,_, les -- | €&o |»). Die Minimalgleichung von N» = Q wird danach 
W' + c,_, NW: +. -+c0N:=0. Also 

hy. = Max(1,|c,_, | N, 16 |» N) ZN Maxll, |, 1 lan.) = Nh,. 


100 
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$ 2. Beweis des Satzes von Mahler-Veldkamp*). 


Dieser Satz lautet in der Fassung bei Veldkamp: 

Es sei x eine von 0 und A verschiedene algebraische Zahl, die der Ungleichung 
\x—1|, sp! genügt und ß eine irrationale ganze algebraische Zahl; dann ist die Zahl 
x# im p-adischen Gebiet transzendent. 

Es wird nun behauptet: Die Richtigkeit dieses Satzes folgt durch Anwendung des 
Satzes I von Teil I auf den Fall, in dem die Interpolationsstellenfolge wie folgt definiert ist: 

Wir betrachten zunächst die Doppelfolge A + uß, wobei 1 =0,1,...; u =0,1,... 
sind. Von dieser Doppelfolge schließen wir das Glied mit A = u = 0 aus und ordnen die 
anderen Glieder in einer einfachen Folge an, und zwar nach folgendem Prinzip: 

A + uß kommt vor 4’ + wß, wenn A+ a<4#+ woderA+u=7+ u',aber 
)»< 4 ist. Auf diese Weise entspricht jeder natürlichen Zahl n eindeutig eine Zahl 
Ant Unß als n-tes Glied der einfachen Folge. Wegen späteren Gebrauchs schätzen wir 
obere Grenzen für /,, %n ab. 

Da die Lösungsanzahl von A+ u=»vin }, u(1=0, u=0; 4, u ganz mit vorgegebenem 
ganzem positivem ») gleich » +1 ist, ist die Anzahl der Glieder mit A+ a <m—-1 gleich 


2+3+°' +m= ut 1) —1. Hieraus folgt, daßn > cd 9 


wenn für das n-te Glied A, + im = m ist. Es muß danach m <2 Vn sein. Denn aus 
2yn(2yYn+1) 
2 


— 1 sein muß, 
m > 2 n würde folgen n > 1=2n+Yn—1>n, also ein Wider- 
spruch. Aus m <2Yn folgt endlich 

(1) in <2Yn, m <2Yn. 

Die Interpolationsstellenfolge, von der oben die Rede war, wird jetzt definiert durch 


7) 


ee » An = np 
(2) mz—lmnt+mB)p ” = m+bß mit 
Eat 
= unp ? 
wobei unter log, n der Logarithmus von n zur Basis p verstanden wird. Aus (1) folgt nun 
(3) a <2n, bu <2n. 


Wir zeigen jetzt, daß diese Stellenfolge zulässig ist (vgl. Teil I, $ 1). Zunächst ist 
sie vergleichbar von beschränktem Grad: 


a) {22} ist ohne Wiederholung. 
Aus „=z, mit n #n, etwa n’ >n, folgt im Hinblick auf die Irrationalität 
von ß, daß a, = a,,b, = b,., d.h. 


log„n log„n’ 
Wann 
(4) log, n log, n 
[—-] [—-] 

UP — Un 

ist. 
log, n’ log, n 
[7-1] [7] 


Da mit n’>n auch p zp wird, folgt daraus, daß entweder 
A, > Ayı Un > Hy oder A, = A,, 4, = 4, ist. Der erste Fall ist unmöglich, weil dann 


*) Vgl. Mahler [7] und Veldkamp [15]. 
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7, + Mu > iu + u, sein würde, woraus n > n’ folgte. Der zweite Faıl ist ebensowenig 
möglich, weil daraus n = n’ folgte. In allen Fällen würden wir zu einem Widerspruch 
geführt. Also folgt aus z, = z,. notwendigerweise n = n', d. h. die Folge {z,} ist ohne 
Wiederholung 


b) Es ist nach Lemma 1 von Teil II, $ 1 klar, daß {z,} aus lauter algebraischen 
Zahlen höchstens s-ten Grades besteht, wobei s der Grad von ß ist. Hieraus folgt ins- 
besondere, wie in Teil I, $1 B, daß A„—- + oo strebt mit n — . 


1 
c) Es gilt die Bedingung |, — { |, S für genügend großes n mit © =. Zu- 


hr, 
nächst ist 
B a 
(5) Zul» = Ant MB |»p y ; 
daraus wird unter Berücksichtigung von 
(6) |An+ Mß |» Ss Max (| A |, | nl» | Pl.) S1 


(weil /„, 4m ganze rationale Zahlen sind und f eine ganze algebraische Zahl ist) und 





| log,n] log, n 
2 u Aa 
loz,n 
(7) RT TE DR 
ynr 
(Nebenbei bemerkt folgt hieraus lim z, = 0, wobei das Zeichen lim im p-adischen Sinne 


zu verstehen ist.) Andererseits gilt nach Lemma 1 von Teil II, $1 für die Höhe Ah, von 
Zn = 4 + b„ß unter Benutzung von (1) 


(8) In < 22 (2n)’h; = 2° han°®. 
B., wi 
2° p»hö* 
Aus (7) und (8) folgt nun |, |, < E ' ‚d.h. 
ig 
1 
9 ame « 
(9) ‚Sy 


für genügend großes n und mit 0 <e < . denn nach b) gilt u — + für n— x. 
Damit ist dargetan, daß {z,} vergleichbar von beschränktem Grad ist. Um ihre 
Zulässigkeit zu zeigen, müssen wir noch die Ausgeglichenheit der Folge {log h„} beweisen, 


was folgendermaßen geschieht: 
Wir bemerken erstens: Laut b) gilt logA„— + © mit n— =. 


Zweitens ist A„ + ß ganz algebraisch, da ,„, in, ß ganze algebraische Zahlen sind. 


[ . n ] 


Es gilt nach Lemma 4 von Teil II, stimto = „+ mß, N =p 


log, n log, n 
Fe iye 
p 


It = 


(10) h,zp 


Journal für Mathematik. Bd. 198. Heft 1/2. 





50 Icen, Übertragung der Schneiderschen Algebraizitätskriterien ins p-adische. 


Die Verbindung von (8) und (10) liefert 
(11) 5 Vn << 2®hzns, 


d.h. $logn—logp <logh„ <slogn + log 2®%h,. 


log h . j = 
8% fürn > p? zwischen zwei positiven Grenzen 
p 


Daraus folgt, daß das Verhältnis 
log n 


bleibt, etwa 


(12) l,logn <logh, <I,logn mit O<I, <|1,. 


Die Anwendung von Lemma 2 von Teil I, $ 1, unter Berücksichtigung der Tatsache, daß 
die Folge {log n} ausgeglichen ist (vgl. Beispiel in A von Teil I, $ 1), liefert uns die Aus- 
geglichenheit von {log h„n}. Damit ist der Beweis der Zulässigkeit der Interpolations- 
stellenfolge {z,} erbracht. 

Die Funktion x® = Exp (zloga) mit x #0,1 und | x —1|, sp" ist in der 
Umgebung von z=0 in eine nicht abbrechende Potenzreihe (also kein Polynom!) 
entwickelbar, welche sicher für alle z mit | z |, S 1 konvergiert. Damit genügt die Funktion 
f(z) = x" der Voraussetzung des Satzes I. Die Interpolationsstellen „= a, + b„ß 
(n=1,2,...) gehören alle dem Konvergenzbereich derselben an, da aus (5) und (6) 


re 

<p" : "<A folgt. 

Es sei jetzt x? als algebraisch vorausgesetzt, etwa vom Grade u, und x sei vom 
Grade t. Danach ist x’ = a'n*’n? — a'n(a#)’”n auch algebraisch von höchstens tu-tem 
Grade. Durch Anwendung der Lemmata 2 und 3 von Teil Il, $ 1 schätzen wir die Höhe H, 
von x’ folgendermaßen ab: 


(13) H, = Ran. (Abm < (tu) ! 2°" (ha, ' ho)" 
= (tu)! N ul E u! Yon“ kn)“ An ce; > ce, 
wobei C, = (tu)! 2°" (t! ul)", C, = (2h,)", C, = (2"h,s)'" gesetzt wurden. Also sind 
C,, C}, C, von n unabhängig. Aus (13) folgt log H„ <logC, + logC, + blog C',, 
und mit Berücksichtigung von (3) 


(14) log H„ <Cz;n, C, von n unabhängig. 
Wenn wir noch (12) in Betracht ziehen, so bekommen wir 


logH„ _C; n 


logln 1, log n les, 


(15) 
n 


d.h. log ,— 0 ( - 


der Voraussetzung des Satzes I von Teil I ist verifiziert. Die Bedingung a) derselben 
hatten wir schon verifizieri, indem wir feststellten, daß x’ = «a'r(a®)’n algebraisch von 
höchstens tu-tem Grade ist. 


log hu), also erst recht log H„ = o(n log h,), d. h. die Bedingung b) 


Also unter der Annahme, daß «&°? mit algebraischem, von 0 und 1 verschiedenem « 
und ganz algebraischem ß algebraisch ist, folgt nach der Behauptung des Satzes I von 
Teil I, daß «a? eine algebraische Funktion i. a. S. von z sein muß. Das ist aber nicht 
der Fall. Der Widerspruch löst sich nur, wenn wir die Annahme fallen lassen. Es gilt 
also: Wenn a, £ algebraisch mit den obigen Bedingungen sind, so ist x? transzendent. 
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Anhang. 


Hier bringen wir einen anderen Beweis des Hilfssatzes 6 von Teil I. Dieser Beweis, 
bei dem das Schnirelmannsche Integral herangezogen wird, steht der Herleitung der 
®(z u: ! i i A 
( = nr —— beim Schneiderschen Satz I (Schneider 
= 770] a Zy fe) 


[11]) viel näher als der erste Beweis. 


analogen Abschätzung von 


Wir stellen unten die Definition und die Eigenschaften des Schnirelmannschen 
Integrals, die wir benutzen werden, kurz zusammen; für Beweise und Details sei auf eine 
Ausarbeitung (Loonstra [6], Kap. VI) der Schnirelmannschen Abhandlung (Schnirelmann 
[12]) verwiesen. Wir legen ferner das p-adische Gebiet zugrunde, obwohl die Resultate 
von Schnirelmann für irgendeinen nichtarchimedisch bewerteten, algebraisch abgeschlos- 
senen und vollständigen Körper gültig sind. 


Wir betrachten eine Folge von Polynomen 
81 (2), 8:(2), BE 8:(2), .. 
mit wachsenden Graden, ohne mehrfache Wurzeln und von der Form 
et et +, zit, 


wobei die Koeffizienten c,, +0 ganze Elemente aus dem p-adischen Gebiet und 
ir |» = 1 sind. Demnach haben die Beträge der Wurzeln dieser Polynome den Wert 
eins. Über die Exponenten n, >n,, >> n, , machen wir ferner die Einschränkungen 


t, 


( 


- 00, N,” HJ), m —N, | © mit i— oo. 


(Ein Beispiel einer Folge von Polynomen, welche allen obigen Forderungen genügt, ist 
gegeben durch 


g:(2) = 2" —A1, |n|»„=1l(i=1,2,...) und n,— oo mit i— oo.) 


Mit Hilfe der Wurzeln x, |, %,s,.. -, %;„, von 8;(2) bilden wir nun 


ı,n 
“+ 0% + 0:4 On, (= 1,2,...), 


wobei x und o konstante Elemente aus dem p-adischen Gebiet sind. Eine solche Folge 
von Elementen nennt man einen mittels der Polynomfolge g;(z) (i = 1,2,...) definierten 
diskreten Kreis mit dem Mittelpunkt x und dem Radius |o|,; es sind nämlich alle 
Elemente der Folge x + 0x, , von x um denselben Betrag | 0x, , |, = | e |, entfernt. Wir 
bezeichnen diesen diskreten Kreis kurz mit x + og. 

Es sei F(z) eine Funktion, die für alle Elemente aus dem p-adischen Gebiet definiert 
ist, welche dem diskreten Kreis x + og angehören. Unter dem Schnirelmannschen Integral 
von F(z) längs des diskreten Kreises x + og verstehen wir den Limes des Ausdrucks 


r EF( + 0%,,) für i> oo, 


Ni x-ı 


also den Mittelwert von F(z) auf x + og. Wir bezeichnen diesen Limes, falls er existiert, 


mit [F«@) und falls er von der speziellen Wahl der Polynome g;(z) unabhängig ist, mit 
x+09 


[F@). 
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oO 
ID 


Einige Eigenschaften: 
I. [ (aF;(z) + bF,(z)) = a [ Fit) +b [Fx() 


Die linke Seite existiert, wenn die beiden Integrale auf der rechten Seite existieren, un(l 
ist gleich der Summe der letzteren. 
Il. Für ein Polynom P(z) existiert [P«@) und ist = Pla). 


1,0 


III. Es sei F(z) eine Potenzreihe a, + a,2+ "+2" +, welche für |z|,<A 
konvergiert. Dann existiert für |x|»„ <!o|» <R das Integral [F(@) und es gilt 
x,0 
SF (z) = F(6). 


IV. Es sei fiz ) eine für |z|, < R konvergente Potenzreihe in z und |o „<A. 


(2) Z 


ist d es gilt 
z_, st, und es gi 


Dann existiert [r. wobei F(Z) = 


0,0 


fee 


u 8 
a 

IA 
=) 
> 


0,0 
V. Es gilt allgemeiner, wenn |2—x|, # | o |, ist, 


HZ a) _ [1 Mr Is—el,<iel. 
f N j 


0 für !z—a|,>|oeo 
VI. Es gilt für |z2|,<|lo|, 


Z 
f” (z) = ai an (n — 0, 1, 2, u RM 


0,0 


(Für n = () ist f” (z) == f(z) zu setzen.) 
VII. Wenn f(z) für | 2—x|,<|e|, eine Darstellung /(2) 9, en = 


sitzt und außerdem auf dem Kreise vom Mittelpunkt x und Radius | o| |, die Abschätzung 
2) |, EM gilt, so ist für alle z mit |2—a|,„<|eo), 


A), SM 
und allgemeiner 


| f'" (z) . < 2 — (n = 0, 1, 2, .. di. 


VIII. Eine ganze Funktion, d.h. eine überall konvergente Potenzreihe, welche im 
ganzen p-adischen Gebiet beschränkt ist, ist eine Konstante. 

Der obige Satz V stellt eine Übertragung der Cauchyschen Integralformel im kom- 
plexen Gebiet für den Fall eines Kreises auf das p-adische Gebiet dar. Diese letzte Formel 
lautet bekanntlich 


1) 1 " fiZ) dZ (5, für |z—o|. <lole 
2ni is 


0 für |2—o|,.>|0ols 
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wobei x das Zentrum und | o |, der Radius des Kreises & sind, und /(z) eine in einem den 
Kreis & umfassenden Bereich*) eindeutige, regulär analytische Funktion ist. Daß wir 
hier für die Elemente des komplexen Gebiets dieselben Zeichen verwenden wie im 
p-adischen, läßt die Parallelität zwischen den beiden besser hervortreten und kann zu 
keiner Verwechslung Anlaß geben. Nach einem auf Cauchy zurückgehenden Gedanken 
kann aber auch das komplexe Integral auf der rechten Seite von (1) als der Limes eines 
Mittelwertes dargestellt werden (Cauchy [1], Pringsheim [8]). Um die Analogie bis zur 
formalen Identität weiterzuführen, wollen wir auch im komplexen Gebiet ein „Schnirel- 
mannsches Integral‘ definieren, indem wir 


, 4 
(2) | F(z) lim — £F(x + ox, ‚) 
. n »% n je1l 
3,0 
setzen, falls der Limes rechts existiert. Dabei bezeichnen a, ‚(7 = 1,...,n) die n-ten 


Einheitswurzeln, d.h. die Wurzeln von (2) = 32" — 1. Wir zeigen jetzt, daß 


lim — SF(x + 0x, ‚) 
N» I} 
für eine in einem Kreisring R, <'o|, <R, eindeutige regulär analytische Funktion 
F(z) existiert und 
. cr BE oa 
(3) lim — SF(x - oa, )) = 55; - ) dZ 
BT Fo 2ni) Z—a 
“M 
ist. Der Beweis folgt aus der Identität 
2m 
. 1 " Flx + ox.;) = n 
— EF(x + oa, == -—— :9a.,\e*" —1) -—— 
n;, a Zn; OXnj ” ni 
ce” 1 
2ni 
I fs Fi(Z.) y z.3 n 
il“ Zai x (Z,,; 1 In, ıai 
y - e n 1 


mit Z,,= x + oa, ,. Hieraus folgt (3) nach der Definition und dem Existenzsatz des 
bestimmten Integrals einer analytischen Funktion und mit Berücksichtigung von 
2m 


n ' Koma a 
—- 1 für n- oo. Also haben wir für jede in einem Kreisring AR, <|\o„<R, 
( n a 1 
eindeutige, regulär analytische Funktion /'(z) 
? F(Z 
1 - F(Z) 
4 FiZ) — | a 
(%) f (2) 2ni) Z—a 


wobei das linke Integral im eben definierten „Schnirelmannschen‘“ und das rechte im 
gewöhnlichen „Cauchyschen“ Sinne zu verstehen sind. 


*) Das Wort „Bereich“ wird hier als Synonym des in der Funktionentheorie üblicheren Wortes „Gebiet“ 
verwendet. 
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HZ) (Z— a) 
Z—3 
den Kreis |Z—a|, S | o|,„ umfassenden Bereich eindeutige und regulär analytische 


Funktion ist und | 2—a|, #| o|, gilt, die Formel (4) an. Wir erhalten 


Jetzt wenden wir auf die Funktion F(Z) = ,‚ wobei f(z) eine in einern 


7 
"MZ)(Z— I [ fiZ 
Pr FRE). 2) .. 


Em: Bun 


1,0 > 


Aus (1) und (5) folgt endlich 


0 fürlz—a|, >leols 


zZ) (Z— a) f(z2) für |z—a|. <lo|. 
(6) [ Z—2z -{ 


womit der formale Anschluß an V geleistet ist. Es gilt ferner 
(7) FÜ)I EM 


für beiderlei Bewertungen, wenn M das Maximum von |/(z) | auf der Kreisperipherie 
Z—x|\ = |o| und z einen inneren Punkt desselben Kreises bezeichnet (| z— x | <|o). 
Dabei ist f(z) in einem den Kreis |z—x| <|o| umfassenden Bereich eindeutig und 
regulär analytisch. Für das komplexe Gebiet ist (7) das Maximumprinzip für einen Kreis. 
Für das p-adische Gebiet folgt es aus V und VII. 
Die obige Herleitung der Formel (6) aus (2) trägt den Charakter einer Verifikation. 
Man könnte jedoch den Umweg über funktionentheoretische Sätze vermeiden. Es ist an- 
zunehmen, daß sich Sehnirelmann von der auf Cauchy zurückgehenden Mittelwert- 
definition des bestimmten Integrals auf einem Kreis im komplexen Gebiet hat leiten lassen. 


; ‚ ui ; D(z ’ i 
Nun wollen wir (7) auf die Funktion - ) von Hilfssatz 6 von 
(2 — 2,) (2 — ,)°° (2— 32) 
. r r r 
m * 6 ER Fan . - 2 on ” „ . ze FETTE, „. 
Teil I. $2 mit x - & und | 0 Ko | o % — r, A , 8’ “| - g’ „| or - en 8 


anwenden, wobei ®(z) in einem den Kreis | z— £| <r umfassenden Bereich eindeutig 
und regulär analytisch war. Es waren außerdem ®(z,) = 0,...,®(z,) =. 

® (2) 
(— 2)(2— 2) (2— 2) 
eindeutig und regulär analytisch. Es gilt nach (7) 


Danach ist offensichtlich auch in demselben Bereich 


&(:) &(Z) 
8 Ss Max ’ z z : 
N de era, 22): (Zn) 
2 s u z u .; . 
Asus! Z—3,|2||2—2|—|3,—/||. >73 (j=1,..,») foigert man 
&(Z) er 
9 Max |,, ö ı< Max | @8(Z)|. 
1” |z ih 2 -I|=r m) 
Andererseits ist (Teil I, $ 2, (10) und (13)) 
Mi Mar MN zu du 
(10) ı DZ), sE P} EAGLE AT EGEEEE RE 
HH AuN=0,0....,O 
Da die Reihen 
(11) 3a (2 — L) = f,(z) (k=1,2,...N) 


= 0 











für 
setzt 


konv 


und 


9) 7 
[10] 7 


[u] 7 
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für |z—{|=r als absolut konvergent vorausgesetzt worden sind (vgl. die Voraus- 
setzungen der Hilfssätze 6 und 5 von Teil I, $ 2), sind 


| (12) Ylr)= | a” |r (k=1,2,...,.N) 


konvergent. Aus (10), (11) und (12) folgt 


MM. MN 


\DIZ) | <E E (Pln))" (Plr))' (pP ln))"N 


Alan UN nd 0 
und daraus 


(13) | B(Z) | <Clm, + 1) (m, -+ 1)» (m, + 1) (Max (1, 9, (r)))” 
(Max (1, g,(r)))"  -  (Max(1, p,(r)))"* 
<(@yf"ya® + yyN mit y, = 2 Max (1, p,(r)) k=12...M). 
Aus (8), (9) und (13) erhalten wir endlich 
® (2) 
(2 — 2) 2 — 2) (2 —2,) 





(14) 4 De u 


: : 8 . j 
mit Y, Yo --.,Yy Wie oben und », > Max [1, . Bei (14) sind y, I: 9 >i 
Yır Ya '£ Yo Tr Yo Yı Y 


von /,r und f,(2) (k = 1,2,..., N), aber nicht von c, „, und » abhängig. Damit ist 


UN 
der Hilfssatz 6 von Teil I, $ 2 erneut bewiesen. 
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Cyclie permutations with sequences and related problem». 


By A. van Heemert (Apeldoorn, Netherlands). 


] 


0. Introduetion. In some previous papers (compare [1] und [2]) problems of the 
following type have been treated. Consider a permutation @,4,...4, of the numbers 
1,2,...,.n.Ma,ı, —a,=1,p=1,....n— 1, the pair a,a, ,, is said to form a sequence 
of the considered permutation. It is asked to determine the number of permutations with 
a given number of sequences. In the present paper a similar but more general problem 
will be discussed using a completely different method, which can also be applied to the 
problems mentioned above. However most of the results in [1] will be deduced directly 
from those given here. The problem to be considered here can, provisionally, be formulated 
thus: Let 1,2,...,n indicate n cyclically ordered objects where p + 1 follows p and | 
follows n. Now, if {a}, a3, ..., a@„} is a eyclie permutation of l,...,ni.e. a,;, follows a, 
and a, follows a,, we define a (cyclic) sequence as a pair a,a,,, for which a,,, — a, = | 
(mod n) or the pair a,a, if a, — a, = 1 (mod n). This means, that the notion of sequence 
is derived from the given eyclie order {fl,...,n}. Now we generalize as follows: We 
consider eyclie permutations of given objects but we derive the notion of a sequence not 
from a given cyclie order of all the considered objects but from given eyclie orders defined 
in some disjoint subsets of these objects. Again we state the problem of the determination 
of the number of eyclie permutations with a given number of sequences. It appears, that 
the main difficulties lie in the caleulation of the number of cyclice permutations with 
zero sequences. 

Before we can deal efficiently with this problem we must introduce some useful 
concepts. 

T,„,n=1,2,...: eyclically ordered set of n elements {a,,...,@1}; @,;ı follows a,, a, 
follows a,. Different eyclically ordered sets with the same number of 
elements will be distinguished by an upper index. 

u the element of 7’, which follows x in the given cyclie order. 

Am zEel.: inductively by «= x’, «!) = (xy, «P = x if and only if 
p = q(modn) (p and g integers). As no confusion can arise the same 
symbols „’“ and ,‘”“ will be used in each eyclically ordered set to 
be considered, the meaning in each case being derived from the ceyelie 
order of the set to which the element, to which this operation is applied, 


belongs. 
segment of I: the linearly ordered set [a”,a”,.. „a ”)),a=a"TeT„Isk<sn. 
The order is, in an obvious way, induced by the eyclie order of I". 
decomposition a decomposition of /'„ into disjoint segments whose elements make 
of 1%: up together all elements of /'„. The eyclie order in /’„ induces a eyelie 


order in such a decomposition: If 2’ and 2” are elements of the 
decomposition, then £” follows 2” if and only if the first element 
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of 2” follows the last element of 2” with respect to the eyclie order 
of T’„. Denoting the decomposition by o, the eyclically ordered set of 
its elements is denoted by o/',. 

isomorphism: two eyclically ordered sets /'„ and /”, with the same number of elements 
are called isomorphic. 


It is observed, that if o is a decomposition of 7”, into one element: 


(0) (1) 


[a dV, ... „am a=d"ET, 


then oJ", is isomorphie to /',; 0], has, then, only one element which is its own successor. 
The following lemma is trivial: 


Lemma 0. /f 0% is the number of different ways of decomposing T', 
segments (m = 1,2,..., n), then 


e n n n! 
GO, zu —  —— | 
‚m n—m m!(n — m)! 


\ / 


into m disjoint 


and the cyclically ordered set of segments is in each case isomorphic to I’„_n- 


If A is a finite set of n elements, there are (n — 1)! of ways to arrange these elements 
into a ceyclically ordered set. Let x denote some cyclie order defined in the elements of A 
and A the corresponding cycliely ordered set, then mA will be called a eyelie permutation 
of the elements of A. Different cyclie orders will, if necessary, be marked by indices. 
There are, obviously, (n — 1)! eycelie permutations of the elements of A. The element 
ae A considered as an element of zA will be denoted by za. 


’ 


n,?’ 
asir no two of which have an element in common. No difficulties, as to their 


identification, will arise from the fact that two or more of the indices n; can be equal. Let 


1. Statement of the problem. Consider a number of cyelicly ordered sets / 
a 


n;? 


G=ür, 


i-1 
be the set theoretic union and nG a cyclic permutation of the elements of G. If, now, for 
some p € Un iel,..ujl, 


(zp)’ = ap, 


the elements p, p’ € /’,, are said to form an i-sequence in xG. If the index i is not relevant, 
we speak simply of a sequence. We denote by 
$z the number of sequences in nG, 


s the number of i-sequences in nG 
and observe, that 


(1.1) 0<ss,<m,—A for j>A,i=th,...], 
(1. 2) tn —1l, !#m —2 for j-=1, 
R.: 
(1.3) = Z5- 
i=1 


Let, further, 
a 0ss,s Ni, i= 1, 2, “.. IE 
denote the number of cyclic permutations of the elements of G such that 


gi 


n 


=, i=1,...,J, 
and define 
8 


Waren Bi - PER Eu nd 
Imy.un, ea n; with 5; ar 0, Es 1, ... ]- 
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Hence, Yan ty is the number of cyclie permutations of the elements of G withont 
sequences. Obviously the Iny..n, OTE symmetric functions of their indices. 


For eonvenience, we admit also values n, = 0, putting 


(1.4) , =0ifj>1 and n, = for at least one i, 
hence 

(1.5) ET 0ifj>A and n, = 0 for at least one i. 
Further we put, f j =1, 

(1. 6) G=y,=1. 
It is, finally, observed that for j=1 

(1.7) = 9-0 


as can be easily verified. 
Now we prove 


Lemma 1. 


re , N; 2 
(1. 8) C, An {m ()} Im. 4° 


Proof. We first obse"ve that according to (1. 1), (1. 4), (1.5) and (1. 6) this formula 
is true if one of the s, equals n,. Further (1. 8) is easily verified f j=1ands, =n, —1 
or na— 1 (compare (1. 2)). Let, in all other cases, nG be a cyclic permutation of the 
elements of G with s, = s,,1=1,...,j. We consider the maximal segments of zG which 
are also segments of one of the /,,. Obviously there are exactly n, — s; of these maximal 
segments which are also segments of J',,. Now decompose G in the segments which are 
maximal in the above given sense. Each element of this decomposition is, hence, a segment 
of one of the 7',,. If o denotes this decomposition of zG and o; the corresponding de- 
composition of I’, ,i=1,...,j, then orG will be a eyclic permutation of the elements 


; 
of the set theoretic union U 0,7’, with the property that it has no sequences. This follows 
i=1 . 


immediately from the maximality of the elements of oxG. The number of elements of 
ol", isn, —s;. It is easily verified that to each fixed decomposition of each of the 7", 
in n,; — 5; segments corresponds a totalof y,_,....n, u different eyclice permutations x 0fG 
withs, = s', i=1,...,j. Further, different decompositions o; obviously lead to different 
eyelie permutations of G and hence according to Lemma 0 we obtain the desired 
formula (1. 8). 

If it is possible to determine the y,,...„,, the problem stated above will be solved. 
For, then we can caleulate the numbers nd, and the number of permutations with 
exactly s sequences will be given by 


(1.9) X’ = Be 


u Neo Mj Nee 


Se. 
8; 8 


If, now, A is a set of n elements and to certain subsets of n,,n,,...,n; elements, 


J 
n = $n;,, cyclic orders are assigned, then the cyclie permutations of the elements of A 
im j 
with s sequences is obviously the number given by (1. 9). The case Sn, <n is also in- 
i=1 


cluded, for, in this case we have only to add numbers n,;} = n;4 == nı = 1 such 


I 
that Sn, = n and to read afterwards 7 for I. 
i=1 

















nun 
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as follows. As the 


n; 


We arrive, now, at the equations for the quantities y,.. 
number of eyelic permutations of n elements is (n — 1)! we have 


j 
(1. 10) 9} Cd _ (x u Bau 1 l, 
i i-1 


where the summation at the left hand side goes over all admissible values of s,,.. ., $;, 
.e.. 0O<ss,<n,„i=1,...,j. This yields 


j i ; 
en 2a) 
I ul, 6 | | | 
(1.12) „2 (a(})}»...,- (zu-1). 
> 2 | 


Here, for / >1, (zu: — 1)! must be taken to be zero if at least one of the n, =. For, 
i=1 


in this case, also s; = 0 and hence the left hand side of (1. 12) is equal to zero. If, however, 
j= 1 we have for n, = 0 that also s, = 0 and as y, = 1 we must put (n,— 1)! =1 
for n, = 0 in order that (1. 12) shall remain valid. 


2. Solution of a system of linear equations. We consider here a system of linear 
equations of the type of (1. 12): 


a9 2 (lan. Main 
0Ss;<n, Si ii, y / 
i=1,...,j 
where, for the moment, the x,,..„, are arbitrary. We will give the unique and explieit 
solution of this system. First we introduce the commutative operators O,i=1,...,], 
operating on the indices of quantities A, ‚as follows: 
(2. 2) 0,3 = A 


i Pi» Pj ?1--»Pi-1»Pi 1l,Pi+ +» Pj 


sr 


(it is evident how this must be read fori= 1 ori=)). 


Then the system (2. 1) can be written in the form 


’ 


; 
23) (mar... an. Mein 
i-1 
Lemma 2. The unique solution of (2. 3) is given by 
; 
(2. 4) Ban . {m (1 0} nn N; = 0, I > 1, te I- 
i=1 


Proof. We proceed by induction. It is obvious that (2.4) is true for 
= nm en, =l0: 
20,0,..,0 7 %,0,...,0 
for arbitrary values of the right hand sides of (2. 3). Now let (2. 4) be true for all indices 
N1,...,7; with nn <m;m,, (i=1,...,j) being fixed. We prove that (2.4) remains 
true if one of the indices e.g. m, is replaced by m, + 1. We have to solve, then, the 
equations 


’ 

Mm n; u er RER. . 

(1 + 0," II +0)" 2,4 Unzeon; Ps Km, +1, 02,...,0;? n = m, = 2, ..n]J- 
i=2 
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This can be done by considering the more extended system 
j 
1 N . . 
II(1+ O2... Mn a ısL sm +1, 0sL, zm,i=2...J, 
i-1l x 


which can be written as 


j 
(2. 5) (1+90,)' "ad +9,}i [2.1 + 2, TER" zu RR 
The induction hypothesis now gives on substitution the validity of 
j 
M+0OY "DA +ON 2-1... 1. p ish sm+t1,0<S, <m,i=2,...j. 


Hence (2.5) yields the new system 


; 
(1+ 0," a (+ ON z.., u FOR Sl, EUER Te (1 —0,) 0... 


7 2 
which will be considered as a system in the unknowns 
DER FI ısl sm +1, 0sIl sm, im. 
This system is precisely of the form (2. 3) and according to the-induction hypothesis its 
solution is given by 


j 
FR (1 — 0, 'n (1 — Oi (1 —0,) u 


— II (I — O0... 1shı sm +1,0<, sm,i=2...]. 


It is clear that, for l, < m, + 1, this result is identical with that which is stated in the 
induetion hypothesis, while for !, = m, + 1 it yields the desired result. 


3. Caleulation of the y,.. n* If we apply Lemma 2 to the equations (1. 12) the 
following substitutions have to be introduced into (2. 4): 
j=1:%,=1 and a, = (n, —1)! for n, >0 


i>%: Kuna © 0 if at least one of the n, = 0 


FOR 


; 
x Pin (x n,— 1)! otherwise. 
(=1 


This means, by the way, that for j > 1 the term with O?i has to be dropped in the expansion 
of (1 — 0,)"i while for the rest each O, can be identified with an operator which lowers 


I 
the argument in (zn — 1)! by one unit. 
i 


The explieit solution is obtained if we substitute the above given values of «&,.., 1 in 


N; j n;\ 
3. 1 Yn, ee P) II dee 1 “i i i } X . 
(3.1) EN 2 [ N a en 


r ı w 
i=1,..,9 


In particular, for ; = 1, putting n, = n: 





ger li) 
(3. 2) =) @-01-(„" ,)a-21+ +01) + fo)! 
1 ir (1) 
u al ant trat | 


where, for the present purpose, (— 1)! = 1 by definition. 
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Thus y, is recognized as the n-th difference of (n — 1)! in the series 
(— 1)! = 1,01, 1l,...,„(n—1)!. 
The first nine of them can be taken from the following scheme 
yo 1 1 1 2 6 24 120 720 5040 
yı= 0 0 1 4 18 96 600 4320 
= 0 1 3 14 78 504 3720 
y 1 2 11 64 426 3216 
s=8 44 309 2428 
= 3% 265 2119 
„= 229 1854 
ys = 16235 
With (3. 1) we have obtained, at least in principle, explieit formulae for the y, and 
. i ; EBERLE? 

hence for the (5, according to (1. 8). Then (1. 9) yields de desired values of X, _„- 
For j = 1, we have the explieit formula 

n 

3 C = 2, 
( 3) n (*) in 
nf io _ PR TR ron... EN, a. ae. 
s! (n—s)0! (n—s—1)1! ("—s—- 1)!" (n—s)!|' 


In the rest of the present paper we will fix our attention to properties of the quantities 
Ya...n- We will derive generating functions for them. Moreover we deduce a number 
of recursion formulae. 

Remark. The series of the successive differences of n! which is found in the preceding 
scheme at the right of tke y,’s will be denoted by ß,, Pı, - - -, thus 
Po = 1, ßı = 0, P, 1, = 23, = 9 etc. 


This series has the following remarkable property 
(B- 4) Pn : NPn-ı + ( 1)" 


as can be shown directly with the help of known formulae of the caleulus of differences 
but which will be proved here later on in connection with other recursion formulae. 


4. A remark on sueccessive differences. We intend here to operate formally with 
power series in one ore more variables. It is well known that this is admissible, even if 
formal (i. e. term by term) differentiation and formal substitution of a power series for 
one of the variables are included. 

Let 


X,0» X%1.09 Ks, Al 


be a series of numbers, and let the successive differences be defined by 


(4. 1) PRPREL U VORREEOaE 97 © 15 MEBBEBE TG 7 RB 


‚ 
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We write this in a scheme similar to that given in section 3: 


%0,0 %,0 X3,0 %3,0 %,0 %;,0 %6,0 
%o ı %,1 X3,1 3,1 %,ı %;,1 
&o,2 %,2 Ka, 2 Az, 2 %,2 
%0,3 %ı,3 Ko, 3 X3,3 
%o,4 %ı,4 R2,4 
%0,5 8,5 
%o.6 


Hence «, , will be called the k-th difference of &,;,, .. We adjoin the formal poweı 
series 
(4. 2) Al) = 2° z 
i [1] L! 
to the series of O-th differences and the formal power series 
pn Mb, zieh 
(4. 3) A(z, Yy) = ı! k! ey 


to the whole system of the a, .- 


Lemma 3. In the sense of formal operations with power series 


(A. 4) A(z,y) =evA(z + y). 
Proof. Let 
B(x, y) = evA(zx En y) = 2 Bes ziyk. 
rin i 
Observe, first 
(A. 5) Po = %o i=0,1, - RER 
Further 
eB .. 
u” evA'(x+y), A’(z) = a 
and 
oB 
y er AatWterAlcty) 
so that 
°B °B 
y tr 


This implies evidently 


Gr = hir = 012... 


A(xz, y) = B(x,y) =e”wA(z+ y). 





Pow 


ther 
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whic 
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actu 
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If conversely, the series of the a, ,, k = 0,1,2,..., is given and the corresponding 
power series 


X0,k k 
, 


C(y) =Z k! Yy 
h ! 


then we have j 
Al(z,y) = eC(x + y) 
and especially it follows that 
(4. 6) A(x) = e*C (x) 
which is the formal counterpart of 
(4. 7) Cly) = evA(y) 


which follows from (4. 4). 


5. A lemma on polynomials. Let Z,„ be the set of all linear polynomials 
p . ” . 
(5.1) ,= 2%, p=1..„n,1SsSiı <w<..-<isn 
im 
in the variables x,, X, - - -, %n, the index p in £, denoting the number of variables which 


actually oceur in it. 


Lemma 4. For any integer N = 0 


N! Ir i 
(5. 2) PR; 7 N N 22 RER zn = 5 (— 1)" u. 
ZzioM 4! Aa! Er EEE 
. pen 
421 p=1,2, n 
Especially fr N<n 
(5. 3) 3 (-1"E =0. 
Epe 5m 
p=1,2,..,0 


Proof. The term £; at the right hand side of (5. 2) contains already the totality of 
terms at the left hand side of the same equality. No other powers £& yield terms which 
contain all x;. It is, hence, sufficient to prove that all other terms in 2 (— 1)" "?£) cancel, 
i. e. that any term in which at least one of the x,, e. g. &„, does not oceur obtains the 
coefficient zero. We may assume that the variables not occurring in this term are 


q 
x x 2... %.. 1 u, is the exponent of x, we have $ u, = N. In each of the powers 


q+19 "%q+29 
? i=-1 
£) in which a term with z{" 23° + - - .r/« oceurs, it occurs with the same coefficient, viz. 
N! 
u ! 7 ! ... ] 1} ’ 
1° He! Ma: 
and we must have in this case g<p <n. Now for any given p which fullfills these 


inequalities there are exactly 
2 4%) 
P—-q4 n—p 


powers £, containing a term with xf 23° x/e. Hence the coefficient of this term in 
the right hand side of (5.2) is 


Te laan]=e 


according to a well known formula. Herewith, all has been proved, evidently also the 
case N <n. 
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6. Generating funetions. Using the previous results, we derive now generatinz 
funetions for the quantities y,....n,, 1- €. functions of m variables x,,..., 2m, which 
expanded into a Mac Laurin series have the coefficients 

Fire 
EEE 5 
We begin with the easy case m = 1. As stated at the end of section 4, the y, are th« 
n-th differences of (rn — 1)! in the series 
(—1)!=1,0!,1!,2!,.... 


In the notation of section 4, we put 
0071 = —Nl,ı21, 


and consider the formal power series 


Aa)= Zu ai. 
i=0 1: 

This is, for | x | < 1, convergent to the function 1 — In(1 — x). In fact 

© gi “de ! 
1 hli—a)=1+ z° -4+ 5" in 

i=0 i=1 . 

Hence, according to (4.7), 

(6.1) Ziel hl), 


io! 


which is the desired result for m = 1. 
Returning now to the general case m > 1, consider the (provisionally formal) 
power series 





| her ig ” r 
Fr m 
R n, Nm! 1 m 
i=1,. m 
ni e n;—j; i %; dm n 
= 2 & II (— 1) li . ) ! N 2, Im 
n;20 jj=0 li=1 i n; Nm 
(6. 2) | t=l,... WM 
m © ; % .: EHER Ip ; j 
— II P) (— 1) Kr] PB Er I na Im 
k=1 li=0 ı! zo  Jh® Im 
tel,..., m 
-£ a, 
| = eg" : -®(x,, , Im) 
(compare (3. 1)). Here 
(6. 3) Dan.) 3 Tee 
zo JFı® Im: 


with 
0 if at least one j; = 0 


end ( nn ı)! if all; >1. 
k=1 
Using the results of section 5, it is possible to sum the terms of ® for a given value of 


N = $jr. In fact, these terms in ® give, according to (5.2), {N 2m, 
k=1 
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nr Further, the sum at the right hand side of this equality is zero for N < m. Hence, we 
ch may write 
4 : 
®(z,, ..- Zn) = 5 N P3 > er 5 
N=1!! (CZ, 
(6. 4) Fr 
=— 5, (-1"?mn(il —8,). 
h« Fi a 


7. Reeursion formulae I. We consider here the case m =1, i. e. recursion formulae 
for the y„ and, by the way, for the other quantities occurring in the difference scheme 
in section 3. Putting 


“oh no =ln NV, n=12,.. 
and defining as above in (4. 1) 
(7.1) a Tan =. Full... 
we have seen that 
ik 


Fay)= zz, n@ay-erti—nl—2—y)} 


i,k=0 


(compare Lemma 3 and the results of section 6). Hence 


oF ” ev 
Fu Mine Mt 
al) i 
Pen 
u 1—ı1—y 
so that (compare (7. 1)) 
FO ot ar 
Fr 2 um "9 
MH a e.. 
ik I A ileoy 
i. @. 
N Si+l,k ii er 1 k 
ei 
It follows, that 
&ı,k u K.k-1 “n — 7 ko 
O!kl! Ol(k—A)! k! 
and, for i>0 
Ki+ık Ki, k —__MıLi-1 > 
ik! G—A)!kl ik —A)! . am, 
%i+1,0 &,o ea . 
of u mern '=8 
Therefore, 
(7. 2) %, —ka,x-ı = (— 1)*, ki, 
(7. 3) ru 10; + kazıc-ı> klı2i, 
(7. 4) %4,0 = 10 ms 
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As 
%r = Yı + Yızıo 


(7.2) yields immediately 
(7.5) Yı = (k—1) + kp + (— 18. 
Further (7. 2) is itself a remarkable, though probably known, recursion formula for the 


n-th differences of n! in the series O!,1!,2!,..., viz. in the notation introduced in the 
Remark of section 3 


(7. 6) R=khkn + Nh,k21. 
Another recursion formula for these differences is given by 
(7.7) Bm = khr+ B-), kz1, 


which is easily obtained from (7. 6). From (7. 3) we obtain further a recursion formula for 
the other ”columns“ in the difference scheme of section 3, viz. 


(7. 8) Kr Tut), tk... il, kl. 
A similar formula for the rows, which also follows from (7. 3), is, besides the result (7. 4) 
(k = 0), which is trivial, 

(7. 9) % = lit+tk+)a , - i—1V)o_,, i22, k>0, 

(7. 10) %,=lk+2)o,, rt (Nr, k>0. 

8. Reeursion formulae II. Next we consider recursion formulae for the y,,,....,, m>1. 
Let, first, m > 2. We split the generating function of the y,,,...,.,, in three parts (com- 
pare section 3), 

(8. 1) ®=-6®d, +9,+9,. 
For convenience we put 

(8.2) Oli,..„i.)=u, +2, + +2, 1su<ys.-<i,sm,p=J1,...m. 
Then 
8.3) ,=—er 3 °(-1""[In(l — Oli... i,m—1,m))—In(1— O(i,,...,i))], 


i;,=1,..,m-—2 


8.4) = ce" 5 (N al Oli..,i,m—1)) —n(l— li... i))], 


el... 
d=1,..,m-—2 


85) = ce" 2 (1 [Inll—Oliu...,inm)) — (1 —@li,...,1))]. 


Now each term in ®, contains x„_, as well as x„ only as their sum x„_ı + £m. Hence 
it is easy to see that 


N n,+ Nm 
® = 
|; Theo. ex"m u r Iny . N—L Nm—ı tm" 
z 


i 
i=1,..,m 


Further each single differentiation of ®, and ®, with respect to x„ and x„_, respectively 
yields in the result a factor — 1. 
Hence we obtain 
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and 


gute. tn 
— n —_— 
| an ®, z— 1) e ar. ‚n on. 
r 0 


n ) 
GE ... or m — ir "m 
Mi 
Le 


The final result is obviously 


» . n n 
(8. 6) Iny... N zii Ip... N 9.n n {er 1) ut RER Mass: zus 1) F gr et 


m—1 "m m 
Here the indices n„_1, m play a special part. From the symmetry in the indices we see 
that this pair can be replaced by any other pair of indices. Hence we have expressed the 
Yu... I corresponding quantities with a value of m which is diminished by 1. 


Proceding analogously for m = 2, one obtains a result which slightly differs from 
the foregoing, viz. 


(8. 7) Yu N; N + u, 
Introducing the new quantities 
(8. 8) ET T We 
the foregoing results (8.6) and (8.7) may be brought into a more suitable form, viz. 
(8. 9) Yan. e ae RER tt ER 7 Yan BR 
and 
(8. 10) A Ph u 


9. Expression of the y,,,..,., jn the ß,. Using (8.9) and (8. 10) we can reduce 
successively the number of indices in the y’s. It is hence obvious that y},,.,., can be 
expressed as a sum of y;’s, each multiplied by a suitable factor. We will here give an 
expression in the quantities ß,;. Actually, the expression becomes more tractable if we 


use the quantities 


(9. 4) = (—1'P,. 


n 


Starting from 


Yn+ı + Ya = Pa; nZß0, 
we obtain 


x * un * 
u FT E 


Adding these equations from n=O0 upton=k—-1, we get 
k-1 


»—-n=2Eh 
n=0 
and hence, as y =1, 
k—1 
(9. 2) v=1-zA=1+B, 
n=0 
where 
k—1ı 
(9. 3) B,=— zB, kei, B, =. 
n=0 
We observe that 
(9. 4) Ba—B=— = (N, k=0, 
so that (compare section 3) 
B,=0, B=—1, B=—1, B=—2, B,=0, B,=—9, B,= 35, B, = — 230 etc. 


g%* 
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Hence, in view of (8. 10) 

(9. 5) = Bu—B—B;. 
This is now generalized to an expression of y,,,...,n, in the B,’s, which is, consequently, 
essentially an expression in ihe ß,’s, the B, being only introduced so as to exhibit 
more clearly the symmetry of the expression with respect to n,,..., Am. From (8. 9) 
together with (9. 5) we will obtain the result 


3 * En m — 
(9. 6) en ZN Ber 
1< 4, <e- <ip= m 2 p 
p=1,...m 
In fact, we will prove a more general result, viz. 
9, * zum — 1-P .,* r 
( 7) RE 1. h 1) Pi te tm a Rg4 1m 
p=l,..,q 


According to (8. 9) this formula is true for qg = 2 and in this case the sum of the coefficients 
of the y’s at the right hand side is — 1. We assume the validity of (9. 7) for any value of 
q = 2 and further that the sum of the coefficients is then (— 1)?-!. It will be proved 
that (9. 7) remains true if q is replaced by qg + 1 and that the sum of the coefficients then 
becomes (— 1). Applying (8. 9) on the indices n, ++ n;, and n,., in any of the 
terms in (9. 7) we obtain 


Yn = Ye ..m., 
. Cie Ta Rg+1 ++ "m nu tg 1 Rg+2 + Nm 
* * 
Im;, be.. rn; Ng+ 2 ++ N In Ng+2 m‘ 


gets, according to the second half of our induction hypothesis, the coefficient 
— (— 1)e-ı = (— 1)?. This result is therefore 
* NE — 44-7 * 
Far ie KR ae \ 1) (mg te tn; 4ng HI Ng +2 HH Nm 
p =1,...7 


yr 
u. Se dal ur q+2, + "m 


— A7,* 
EBEN, + ( 1) Ing 


a is q+1-—-p „* 
Ben 2 z ( 1) Int tn »Ng+2 Nm? 
1<i,< -- <i,sg+l p 


which is identical with (9. 7) if in (9. 7) q is replaced by q + 1. Further the total sum of 
the coefficients is now (— 1)?, viz. equal to the final coefficient of Yanıı ‚ as the 


vo. Am 


other coefficients cancel. The result of the final reduction is hence given by (9. 6). 


10. Remarks on known results. We give here a simple proof of the main results 
obtained by P. Armsen and H. Rohrbach [1] and by P. Armsen [2]. Though it is obvious 
that a treatment similar to that given in the present paper of the problems discussed 
by these authors is possible, it will be stated below that their main results follow from 
those given here without much effort. 

First we recall the problems in [1] and [2]. Only ordinary permutations are discussed. 
If P„= pıPa-- - Pn is a permutation of the numbers 1,2,...,r the following types of 
sequences are defined. 


(i) The pair p,, p; forms a sequence if, 
ß=sa+tlanddp =m+ti 1sasn 1). 
(ii) The pair p,, ps forms a cycle sequence if 
ß=a+1 and p = pa + 1 (mod n) \sasn—I1). 
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(iii) The pair p,, pz forms a circle sequence if 
ß=x+ 1(modn) and , = p +1 (1sa<sın). 
(iv) The pair p,, p; forms a total sequence if 
ß =(x +1)modn and p; = ps + 1 (mod n) (I<sı<hn). 
The numbers of permutations with exactly 


k sequences is denoted by S,(n), 

k eyclie sequences is denoted by Z,(n), 
k eircle sequences in denoted by K,(n), 
k total sequences is denoted by T,;(n). 


As K,(n) = Z,(n) only one of them, viz. Z,(n), will be considered further. We will use 
here the notation 


(10.1) r=Ssıln), a = Zn), u = Toln). 
It can easily be verified directly, as above in section 1, that 
(10. 2) Sn) = a 
a 
. - Nn\ , 
(10. 3) Zı(n) = (7) ka 
n 
(10. 4) T,(n) — n (7) wi, 


hence we have only to express o,„, £, and r, in the quantities y defined in the present 
paper. This can be done as follows. 


A. o„. Here we prove 
(10. 5) = 


„= YaıTt Ya-ıı° 
In fact, we can obtain all permutations of 1,2,..., rn without sequences as follows: 

(i) We consider the cyelic permutations without eycelic sequences of the elements 
of the two eycliely ordered sets {1,2,...,rn} and {1’}. It is obvious that the pertaining 
ordinary permutations are simply the segments of ”length‘“ n following the element 1’. 
The total number of permutations which are obtained in this way is hence y, |- 

(ii) We have still to add those permutations which contain the sequence n, 1. 
Their number is obtained in the same way as above by replacing first the pair n, 1 in 
{1,2,...,n} by a single element 1’’ and considering the number of eyelie permutations 
without eyclie sequences of the two sets {f1”,2,...,n— 1} and {1’}. Considering the 
segments of ”length‘“‘ n — 1 which follow 1’ in these eycelie permutations and replacing 
in them 1” by the pair n, 1 (in this order) yields the remaining permutations of n elements 
without sequences. Their number is obviously y,_, ı- 

In this way one obtains, as can easily be verified, all permutations without sequences 
and each only once, so that (10. 5) is actually true. 

Using (8. 8), (9. 4) and (9. 5) it is seen that 


(10. 6) RM — 1)" ‘(B, 2 B, EB B,) = Pu 7 - P} 1)" . 
and consequently 
(10. 7) 0o= P, 4 ur = gu : 


so that o,, 0,,... are given by the third ”column‘ in the difference scheme in section 3. 
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B. {„. A similar discussion as under A yields (compare 10. 6) 


(10. 8) mi —N* 


C. 7,. It is elear that 


(10. 9) Tn = Nyn 


ud, .=0d, .= 3, u. ad, = MW, 7, = 216 te. 


It is a matter of simple caleulations to obtain the following generating functions for 
the above quantities. If we put {, = 1, = o, = 0 we have 


A eu 
(10. 10) rs a: pe 
ZEE u. 
un U a or 
© Im y? 
10.12 - »— essi(1 — y)In (1 — a 
( ) Zn) PAR Brest 
It remains to consider the determination of the number of permutations with 
a given number of d-progressions. A d-progression in a permutation p,Pz‘'* Pn Of the 


numbers 1,2,...,n is a pair p,,P,;,, so that p,,, —p,=d;d=1,2,....n—1. This 
problem has also been solved in [2]. We denote the number of permutations with k of 
these a-progressions by „P,(n) and notice first, that it is sufficient to determine 


(10. 13) = .Pıln), n=1,2,..., 


d,n 


for all admitted values of d and n. In fact by a consideration similar to that given in 
section 1 we obtain 


(10. 14) ‚„Pı(n) = Pr ; 


Further, the x, „ can be expressed in the quantities y,, introduced in the present 


paper, as follows. Let 


’ 
... Nm 


s=wdt+r, val,2...,d. 
We consider the subsets of the set of integers given by 


1,1+d...1+ud, 


vv»+d,..,v+ ud, 
‚+1, v+1+d..,»+1+(u—1)d, 


d,2d,..., ud. 


The first » of them contain «u + 1 elements, the remaining d — » contain u elements. 
An argument similar to that given above for the calculation of o„ now yields imme- 
diately 


(10. 15) un EL Yan...kg! 
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the sum being extended over the values 


k,--„k=u+ti and u; 
kun. „Aka uand u—1. 
This result, however, is of little use for the calculation of x, „. We notice that for d = 1 


we have the special case o,=n,,„. In fact in this case u=n—1,»=1 so that 
An = Ynıt 9%-ı,1. Further, if n = d we have obviously 


(10. 16) an! 


which agrees with (10. 15) for in this case # = 0 and hence 


” 


IT, ae Yı, RE 
with 2 + 1 indices. As the number of cyclic permutations of n + 1 elements is n! it is 
seen that y, ,,..,ı (with 2 + 1 indices) equals n!. 


Finally, we have, frd=n—1, u=1,»=1. Hence, adding for convenience the 
total number of indices in the y’s as an upper index 


According to (8. 6) 
and therefore 


This proves that 
(10. 17) Tn,n — Ay 1,09 T,n+i ur Kn+1,1 


(compare the difference scheme and the definition of «&, , in section 3). We will, however, 
prove more generally 


(10. 18) Ta,n  %a+l,n-a 


which is a completely satisfactory result, agreeing with [2]. To prove (10. 18), it is sufficient 
to show that the n, „ suffice the recursion formula corresponding to that for the «,,,, 
i.e. (compare (7. 8)) 


(10. 19) art rn N). Azinzd—1. 


Consider, for this purpose, a permutation of 1,2,...,n without d-progression. Without 
changing the order of its elements we can add the number n + 1 at n different places so 
as to obtain a permutation of 1,2,...,n + 1 without d-progression. The only excluded 
place is to the right of n + 1—.d. However, we can also obtain a permutation of 
1,2,..., + 14 without d-progression by considering a permutation of 1,2,...,r with 
one d-progression and adding n + 1 between the elements which form this d-progression. 
It is easily seen, that each permutation of 1,2,...,rn + 1 without d-progression is ob- 
tained once in this way. Hence 


uns Nm t aPıln). 
But according to (10. 14) 
aPı (n) = (n — d) n,,.-ı 


so that (10. 19) is actually true. 
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For the sake of completeness we notice that if E,(n) is the number of permutations 
with k ”Eigenstellen‘“ in the sense of [2] and if E,(n) = &, we get, if we define u, = !, 


Eı(n) = (}) ae €, We 


n! = ZEuln) -Z ( .) Er, 


we obtain for the &,(k=1,2,...) a system of equations similar to the set (1. 12) for 
m = 1. The solution is given by 


/ \ 


, („Rt vl... 


k=-0 


Consequrntly we see that 


u = Rh. 
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Die Struktur der stetigen Funktionen 
einer Veränderlichen. III”). 


Von K. Bögel in Ilmenau. 





Sechster Abschnitt. 


Difterenzierbarkeit und Nichtdifferenzierbarkeit. 


Einleitung. 


Soll eine stetige Funktion f(x) noch gewissen Zusatzbedingungen genügen, so 
werden die Vorgaben a) bis d) zu ihrer Konstruktion, die wir in $ 8 des vorhergehenden 
Abschnittes aufgestellt haben, in ihrer Allgemeinheit mehr oder weniger eingeschränkt 
werden müssen. 

Wir untersuchen diese Einschränkungen für zwei extremale Fälle: daß f(x) überall 


in J und daß f(x) nirgends in J differenzierbar ist. 
In $1 zeigen wir: Ist f(x) überall in J differenzierbar und ist Ff_, ein Summand 


der kanonischen Darstellung (110c) von S(f, J), so enthält die Menge F*N J keinen 
isolierten Punkt. Die einzigen Punkte von F*, die isoliert sein können, sind daher die 
beiden Randpunkte von J. Da F* außerdem auf J vollkommen abgeschlossen ist, so 
ist die Menge 

(197) PR =WENI) ULF NE] 


perfekt. Hieraus ergibt sich aber, daß jede der Mengen F*_,, und damit auch die Menge 


S(F, J) die Mächtigkeit des Kontinuums besitzt. Die Allgemeinheit der in $ 8 des vorher- 
gehenden Abschnittes genannten Vorgaben a) und b) muß daher zur Konstruktion überall 
in J differenzierbarer Funktionen erheblich eingeschränkt werden: die Vorgabe a) durch 
die Zusatzforderung, daß F die Mächtigkeit des Kontinuums habe, die Vorgabe b) durch 
die Zusatzforderung, daß jede Menge 


(197 a) P,=(F,NJUIF,.NG (W, n>2A, 
perfekt sei. Diese Zusatzforderungen sind für die Konstruktion überall differenzierbarer 
Funktionen notwendig. 

Notwendige Zusatzforderungen für die Konstruktion von in J nirgends differenzier- 
baren stetigen Funktionen ergeben sich aus $ 3 im vierten Abschnitt. Die Vorgabe a) ist 
dann verschärft durch die Forderung, daß F eine auf J überall dichte Menge erster 
Kategorie sei, die Vorgabe b) durch die Forderung, daß jede der Mengen F, nirgends dicht 


auf J sei. Natürlich genügen diese notwendigen Zusatzforderungen keineswegs, um den 
Erhalt einer nirgends differenzierbaren Funktion zu garantieren. Vielmehr müssen wir 
auch noch die Allgemeinheit der Vorgaben c) und d) für die Einheitskonstruktion ein- 





*) Teil I, II dieser Abhandlung sind erschienen in diesem Journal 196 (196), 1—33, 137— 154. In Teil II 
sind auf $.154 die Seiten 4 und 5 miteinander zu vertauschen. 
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schränken. Diese Einschränkung nehmen wir in $ 2 vor und erhalten zunächst Funktionen, 
die in den Restpunkten nicht differenzierbar sind. 
Bestehen dabei alle Mengen F,„(f, J) nur aus endlich vielen Punkten, so ist f(x) 


nirgends differenzierbar. Bestehen aber die Mengen F,(f, J) von einem bestimmten Index 
N 2A an aus unendlich vielen Punkten, so müssen noch Forderungen an die Verteilung 


der Punkte von F,„ „in J gemacht werden, die — grob gesagt — verhüten, daß die Meng: 
F auf J allzu dicht ist. Diese Forderungen geben wir in $ 3. 


$ 1. Die überall differenzierbaren Funktionen. 


Satz 76. Es sei f(x) in J = [a, b] definiert, und es sei die alternierende kanonische 
Summendarstellung (110c) der Menge S(f, J) gegeben. Es existiere ein Wert N =1, für 
welchen die Menge IN F*(f, J) wenigstens einen isolierten Punkt x, besitze. Dann ist f(x) 
in x, nicht differenzierbar. 

Beweis. Wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit 

(198) zeEINF_T) 
annehmen. Ist nämlich z, in Ff als isolierter Punkt enthalten, und ist außerdem x, € F}_,. 
so ist x, in Ff_, wegen FY > F}_, a fortiori isoliert. 

Wir verwenden die Bezeichnung (110d). Dann ist x, erstens Punkt einer Kompo- 
nente K von B}_,(f, J), zweitens gemeinsamer Randpunkt zweier Komponenten (x,, %,) 
und (z,, 2,) von BX(f, J), die beide in X liegen. Außerdem ist 

x,€e H, (f, K), wenn N ungerade, 

x; € H,)(f, K), wenn N gerade ist. 
Es genügt, den ersten Fall zu betrachten; es sei also N ungerade. In der natürlichen 
Approximation von f(x) erhalten wir dann 

(19a) sta) = fa) + (2 — 3); 2%, 2), wenn x € [%,, %,] 

(199) ste) = fa) + (2 — 2) g(f; 2,,2,), wenn x € [%,, 2%], 
wobei 

(199e) af; u, 2%) — all; 2, u) =d>0 
ist. Die Funktion s\(x) besitzt in x, nach (199a) bis (199c) eine linke Derivierte 
Ds} (z,) =g(f;x,,%,) = g, und eine rechte Derivierte D+s\(z,) = 4; 2,0%) =; 
die sich um 9, — 9 = d > 0 unterscheiden. 

Nun ist aber einerseits nach (124a) definitionsgemäß 


(200) fz,) = (2), 
nach (136a) andrerseits 
(200 b) f(2) <s$(a) für 2 +#r;; 


hieraus und aus dem oben Gesagten ergibt sich 
D-f(z) 29; D’f(e) <@, 
also 
D-f(2) —- D’fa) 21 —-E=d>0, 


womit der Satz bewiesen ist. 
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Aus diesem Satz folgt unmittelbar 


Satz 76a. /st f(x) überall in J differenzierbar, so ist jede der durch (197) definierten 
Mengen P*_, perfekt. 

Damit ist die Notwendigkeit der in der Einleitung genannten Zusatzforderungen zu 
den Vorgaben a) und b) bei der Konstruktion überall differenzierbarer Funktionen 
erwiesen. 

Ist nun zur Konstruktion einer überall in J differenzierbaren Funktion f(x) eine 
Folge {F„} vorgegeben, für welche die nach (197a) zugehörige Folge {P,} aus perfekten 
Mengen besteht, so sind zwei Hauptfälle zu unterscheiden: den ersten erhalten wir, wenn 
jede der Mengen P, aus punktfremden Kontinuen und deren Häufungspunkten besteht, 
den zweiten, wenn jede der Mengen P, nirgends dicht auf J ist. Im ersten Falle erhalten 
wir abschnittsweise reguläre, im zweiten Falle überall doppelwendige Funktionen. Der 
interessantere Fall ist der zweite; liefert er doch Funktionen, die überall in J einerseits 
differenzierbar, andererseits von der Ordnung Unendlich sind. Hier sei nur noch be- 
merkt, daß zu diesen differenzierbaren Funktionen der Ordnung Unendlich die sog. 
Koepckeschen Funktionen gehören, die überall differenzierbar sind und überall dicht 
Maxima und Minima besitzen!). 


$ 2. Niechtdifferenzierbarkeit einer nirgends linearen Funktion 
in einem Restpunkt. 


Unser Ziel ist es, in J möglichst allgemeine nirgends differenzierbare Funktionen 
f(x) aufzustellen. Wir lassen daher von dieser Stelle an alle Funktionen außer acht, 
welche lineare Teilstücke enthalten. Es ist also sowohl A(f, J) als auch A(f, J) leer, so 
daß es nach Satz 39 keine nicht erreichbaren Hauptpunkte gibt. Damit sind die beiden 
Mengen S$(f, J) und H(f, J) identisch. Außerdem verschärft sich die Abschätzung (94) 
des Satzes 37 zu der Identität 


(201) Eh, I) = RU, J). 


Legen wir die alternierende kanonische Summendarstellung von S(f, J) zugrunde 
mit den Bezeichnungen (110a) bis (110d), so ist damit jeder Restpunkt x, der Durch- 
schnitt einer Intervallschachtelung 


(202) 4, = N K(n, %); 
wobei K(n, x,) = (a,, b„) eine durch x, bestimmte Komponente von B*(f, J) ist. 
Der alternierende natürliche Summand f*,,(xz) ist nach $7 des vorhergehenden 


Abschnittes im Segment Kin, x,) entweder eine dort linear-konkave oder eine dort linear- 
konvexe Grundfunktion, deren absoluter Betrag in K(n, x,) einen Maximalwert 
m(n, x,) > 0 besitzt. Mit diesen Bezeichnungen formulieren wir 


1) Die Koepekesche Konstruktion ist in drei Arbeiten enthalten: Math. Ann. 29 (1887), p. 123—140; Math. 
Ann. 34 (1889), p. 161—171; Math. Ann. 35 (1890), p. 104—109. Die ersten beiden sind fehlerhaft, und da die 
dritte weithin Bezug auf die ersten beiden nimmt, ist auch sie unangenehm zu lesen, was schon E. Pascal in seinen 
Esereizii eritiei di calcolo diff. e integr. (Mailand 1909), S. 98 bemerkt hat. In E. W. Hobson, Theory of funetions 
of a real variable, Vol. II, 2. Aufl., Cambridge 1926, p. 412—421 findet sich eine etwas übersichtlichere, aller- 
dings auch nicht ganz einwandfreie Darstellung. 


10* 
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Satz 77. Ist f(x) in J definiert und stetig, ohne lineare Teilstücke, und ısı 
x, € R(f, J), ist außerdem 


(203) lım au, I) = v(X,) > 0, 


no On — Un 
so ist f(x) in x, nicht differenzierbar. 

Dem Beweis dieses Satzes schicken wir zwei einfache Hilfssätze voraus. 

Hilfssatz 1. /m Segment K,= [a,, bn] sei g(x) eine Grundfunktion, die entweder nicht- 
negativ oder nichtpositiv sei. Ihr absoluter Betrag habe in K„ einen Maximalwert m,, und 
es sei („€ K„ ein Punkt, in welchem | f(c.) | = m sei?). 

Ist dann x + c, ein stetiger Punkt in K,„, so gilt mindestens eine der drei Abschätzungen 


« * [ m 
(204 a) ulg; bn, a; 2)| > ur. ee 
(204 b) u(g; b,%;2)| > rn 
‘ I ” [3 m 
(204€) u(g; Ca, 5%) I > ea 


Beweis. Es genügt, den Beweis für eine nichtnegative Funktion g(x) zu führen. 
Wir führen ihn an Hand von Fig. 1. 

















g(2) 

(@n, m) (Cr, m) (b„, m) 
D C 

I IV 
II III 
A B 
(@r, 0) (En, 0) (du, 0) 
Fig. 1. 


Stellen wir die Funktion in der üblichen Weise graphisch dar, so liegen alle Punkte 
P(x, g(x)) in dem abgeschlossenen Rechteck ABCD, das wir in die vier abgeschlossenen 
Dreiecke I, II, III, IV der Figur zerlegen. 

Liegt der Punkt P in I, so ist?) 


205 . » => . = m m 

(205 a) ME 2) Em" > 
und 

(205b) 48; dm, 2) S 0; 
liegt P in II, so gilt wieder (205b) und außerdem 

(205.c) 18; m 2) 248; mc) >, 


2) Die Funktion g(x) kann dabei (sogar überall) unstetig sein. 
) Vgl. die Definitionsgleichungen (31) und (39). 
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Liegt P in III, so ist 


(205d) 48; @n, 2) 0; 
ER Bi. u. 2 
(205) 468; En; ) = g(g; c, bn) ur b„ — 6, a b„ in ’ 
liegt P in IV, so gilt wieder (205d) und außerdem 
(205) Ein 2) SE m <— 


Aus (205a) und (205b) erhalten wir in I, aus (205d) und (205f) in IV die Abschätzung 
(204 a), aus (205b) und (205c) in II die Abschätzung (204b), aus (205d) und (205e) in III 
die Abschätzung (204c), womit der Hilfssatz bewiesen ist. 


Hilfssatz 2. Es sei g(x) wie in Hilfssatz 1 definiert, und es sei L(x) eine in K,„ lineare 
Funktion. Dann gilt die Behauptung des Hilfssatzes 1 auch für die Funktion 


(2) = g(2) + L(e). 
Beweis. Sind x,, &;, 2; drei beliebige Punkte in Ä, so ist 
siL;2, 252) = 0. 
Hieraus und aus (4le) folgt 
u(f; &, 23; %) = u(g; &,, 43; 73), 
womit alles bewiesen ist. 
Bemerkung. Die Bedingungen, denen f(x) im Hilfssatz 2 unterworfen ist, sind offen- 
sichtlich identisch mit den folgenden Bedingungen: 
(206) lan) = L(an), f(bn) = L(bu), 
und — wenn g(x) nichtnegativ ist — 
(207 a) L(z) < f(x) < L(x) + m, speziell f(c) = L(c) + m; 
ist aber g(x) niehtpositiv, so 
(207 b) L(x) = f(x) = L(x) — m, speziell f(c) = L(c„) — m. 
Beweis des Satzes 77. Ist f(x) in x, differenzierbar, so gibt es bei vorgegebenem 


e > 0 eine Umgebung U von x, mit folgender Eigenschaft: für zwei von x, verschiedene 
Punkte x, und x, dieser Umgebung gilt stets 


4; 21, 2) — gl; 2, 07) | <E, 
was mit 
(208) Bu 2 | <a 
identisch ist. 
Wir wählen e= % v(x,); es sei U eine beliebige Umgebung von z,. Dann gibt es 
voranssetzungsgemäß einen Index n = N, für welchen 


(209a) K(N, x,)< U 
m(N,x) __ A. 
(209b) et v(2,) — See 3; 


ist. Nun ist in der alternierenden natürlichen Approximation die Funktion s$(x) in 
K(N, x,) linear, und zwar ist nach (138b): 
(210) sy(2) = L(f; a,, by; 2). 
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Die Funktion ff ., (x) ist bei geradem N eine linear-konkave, bei ungeradem N eine linear- 
konvexe Grundfunktion, deren absoluter Betrag den Maximalwert m(N, x,) in mindestens 
einem Hauptpunkt c„€ K(N, x,) annimmt; es ist also x, #c. Nach Satz 58 und nach 
(210) ist dann in Ä(N, x,) 

a) bei geradem N 

(211a) Lif;a,b,;2) sf(x) sL(f;a,b,;2) + fr. (2) 

< L(f;a,b,;2) + m(N, x,) 
b) bei ungeradem N 
(211b) Li; a,b,;2)=Zf(a) Z L(f; a,b,;2) —m(N, z,). 


Die Funktion f(x) genügt daher nach der Bemerkung zu Hilfssatz 2 in K(N, %,) den 
Voraussetzungen dieses Hilfssatzes, so daß für mindestens ein Punktepaar x,, x, aus dem 
Tripel (a,, d„, ©%n) die Abschätzung 

m(N, x;,) 3 


\ulf; %ı %; Ir) | > DB, —&r 2 


€ 


gilt, und daher die Differentiationsbedindung (208) in keiner Umgebung von x, erfüllt ist. 

Der soeben bewiesene Satz ermöglicht uns die Konstruktion einer sehr umfassenden 
Klasse von Funktionen, die in keinem Restpunkt differenzierbar sind. Wir schränken die 
Allgemeinheit der Vorgabe d) der Einheitskonstruktion durch folgende Bestimmung ein: 


Setzen wir K,_,„ = (@,_1.,, d„_1,,); 80 soll für unendlich viele Indizes {n,}(i =1,2,...) 
die Abschätzung 
(212) ein u te Yaeay RD. TRIER 


by, 1,r — An, l,r u 
bestehen, wobei x eine von i und r unabhängige Konstante ist. 
Insbesondere ist die Bedingung (212) weitgehend erfüllt, wenn für alle Wertepaare 


(n, r) die Ungleichung (212) gilt. Dies läßt sich immer im Einklang mit den Bedingungen 
(180ec) und (181b) erreichen; man setze beispielsweise für alle Wertepaare n, r 


(213) m,,= x»(b 


n,r 


q,, r!* 


n,r 


$ 3. Nirgends differenzierbare stetige Funktionen. 


Ist die Funktion f(x) in J stetig definiert und nirgends in J differenzierbar, so gilt 
für ihre Struktur der Satz 50. 

Durch eine Kombination der in den beiden ersten Paragraphen erreichten Ergebnisse 
erhalten wir eine sehr übersichtliche Klasse von nirgends differenzierbaren stetigen 
Funktionen. Ist nämlich jede der Mengen Fi%(f, J) endlich und ist die Bedingung (212) 
erfüllt, so ist f(x) in den Hauptpunkten auf Grund des Satzes 76, in den Restpunkten 
auf Grund des Satzes 77 nicht differenzierbar. 

Die einheitliche Konstruktion dieser Klasse nirgends differenzierbarer Funktionen 
verläuft danach auf folgende Weise: 

a) die vollkommene F,-Menge F wird als abzählbare auf J dichte Menge vorgegeben; 


b) als kanonische Darstellung (179a) von F wählen wir eine solche, in welcher jeder 
Summand F, aus endlich vielen Punkten besteht; 
c) sind (a, „d,,)(r=1,2,...) die Komponenten von B,, so wählen wir 


m. ,»Z *lb,_ı,,—%,-ır); *>0 konstant; 


n,r 


setzen wir noch m, = max m, „, so lassen wir die Folge {m, } monoton nach Null abnehmen. 


n,r) 
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Aus diesen Vorgaben erhalten wir nach dem Verfahren des $ 8 im vorhergehenden 
Abschnitt stets eine nirgends in J differenzierbare stetige Funktion. 


Sind aber die Mengen F%(f, J) von einem bestimmten Index N = 1 an nicht mehr 
endlich (beispielsweise perfekt und nirgends dicht), so ist die Nichtdifferenzierbarkeit 
zwar in den Restpunkten durch die Bedingung (212) gesichert, nicht aber in den Haupt- 
punkten. Diese Bedingung (212) wird erst dann hinreichend für die Nichtdifferenzierbar- 
keit in den Hauptpunkten, wenn wir die Struktur der Mengen B*(f, J) noch einer Zusatz- 


forderung unterwerfen, die wir nunmehr entwickeln. 


Sind x, < x, zwei Punkte von F* 


nenten von B*(f, J), unter denen sich mindestens eine größte befindet. Die Länge dieser 


größten Komponente bezeichnen wir mit n(n; x&,, &;) und bilden den Quotienten 


(f, I), so enthält das Intervall (x,, 2,) Kompo- 


(214) Yin; a, 2) = 1), 


%— ı& 
offensichtlich ist 
(214a) 0 < dn; x, 2%) Si. 


Nun sei x, € F*(f, J) zugleich Häufungspunkt von Punkten & <z,,& € F*. Dann 
setzen wir 
(215a) u”(n; x,) = lim Ö(n; &, z,). 


7 


Ist aber x, Häufungspunkt von Punkten & > x, &e Fi(f, J), so setzen wir 


(215b) u*(n, x) = lim %n; Tj, 8). 
oz; 

Aus (214a) bis (215b) folgt 

(2168) 0<yin,a)<i 

(216 b) 0 Ss u*+(n,x,) si. 
Schließlich setzen wir noch 

(217 a) u(x,) = lim u”(n, &;) 

(217b) u*(x;) = lim u*(n, &,), 
und 

(218) u(z;) = Max [u”(2,), u*(2;)], 
wobei offensichtlich 

(219) 0< ale) <A 
ist. 


Satz 78. Die Funktion f(x) sei in J überall doppelwendig; ihre alternierende natürliche 
Approximation erfülle die Bedingung (212) für alle Wertepaare n,r. Es sei x, ein Haupt- 


punkt, der Häufungspunkt von F*(f, J) fürn = n(x,) sei, und es sei 
(220) uz)=u>0. 
Dann ist f(x) in x, nicht differenzierbar. 


Beweis. Wir führen den Beweis für u = u*+(z,); der entgegengesetzte Fall erledigt 
sich analog. Es sei U eine beliebige Umgebung von z;; wir geben uns vor 


(224) u .- 
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Nach unserer Annahme gibt es einen Index N = n(x,) und einen Punkt x; > x: 


ze FXlf, J), für den 


(222) (N; 2,24) > = 
ist; es existiert also in (z,, x,) eine Komponente (a,,b,) von B%(f, J), für welche 
by— ax —_ı#M 
u—ı" 2 


ist; wegen 2, <a, <b, <= x, ist damit auch 

by—ax _ 
Pr 

bxs—ı, "2 


Nun sei N gerade (der entgegengesetzte Fall erledigt sich analog). Dann existiert in 
(a,,b,) ein Punkt c,, für weichen 


(223) 


(224) f(e,) zu: Li; Ay, by; Cx) + m 
ist, mit 
(224a) m = »(b, —a,). 


Wie man sich leicht überzeugt, ist entweder 


E, las) + m— fa) _ Me) — Ma) _ er 
(225a) eh ! = cn —-% Ä a; I Cn) 
oder 


ftbx) + m— f(z,) " fe) — fa) _ 


bx — CC —% 


(225b) = g(f; 2, €,)- 


Im ersten Falle erhalten wir aus (225a), (224a) und (223) 


m by —ax 
Venen t+  _ zei) + 
i Lj 1 ji 
by — ax ‚, au 
> al; 2,a,)+ % er a; a,a)t 9 
4 
[4 ° . m . 
also ulf;a,e,;2)| > - - €; im zweiten Fall erhalten wir 


h m . ‚ au 
au; En c,) — av; Lin x) T 7 a 40; 4, by) 3 2° 
also 

ıulf; co, by; z)| >e; 
in beiden Fällen ist somit die Bedingung (208) nicht erfüllt, womit der Satz bewiesen ist. 


Enthalten die für die Einheitskonstruktion einer stetigen Funktion f(x) vorgege- 
benen Mengen F, von einem bestimmten Index an unendlich viele Punkte, so wird f(x) 
nirgends differenzierbar, wenn erstens für jeden Punkt x,, der Häufungspunkt von 
F ist, die Beziehung 


n n(r,) 
(226) u(2,) zZ u>0 
gilt, wobei u <= 1 eine von x, unabhängige Konstante ist; zweitens über die Größen m, , 


im Sinne der Bedingung (212) für alle Indizes n verfügt wird. 


Eingegangen 24. Februar 1956. 
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Über die einfach ausgearteten Redeischen schiefen Produkte. 


Von Fritz Rühs in Rostock. 


Eine Arbeit von L. Redei [2] hat zu mehreren Untersuchungen über Spezialfälle 
des allgemeinen Redeischen schiefen Produktes G o /’ Anlaß gegeben. Sind G und J’ zwei 
beliebige Gruppen, so besteht G oJ’ aus den Elementepaaren (a,a) mit a€eG,xel", 
zwischen denen eine Produktbildung erklärt ist durch das Multiplikationsgesetz 


GoT': (a, «)(b, $) = (ab*P*, a’x®P). 


Darin sind b*, B*E€ G, a’, x® € I’ gewisse Funktionen der angegebenen Argumente. 
Redei nennt insbesondere das schiefe Produkt G o /’k-fach ausgeartet, wenn genau k 
der vier Relationen 
Pb, P me, d=me., 0 =a 


identisch erfüllt sind. Es gibt im wesentlichen vier verschiedene zweifach ausgeartete 
schiefe Produkte, die mit G ı /' bis G + I’ bezeichnet werden. Eine besondere Rolle spielen 
die Gruppen G ı J’ und G 2 /", definiert durch die Multiplikationsgesetze 


GıT: (a, a) (b, ß) = (ab, a’a’P), 
G2T': (a,«)(b, P) = (ab*, PB). 


Die Gruppen Ga I’ sind die sog. Zappa-Sz&p-Produkte, während die Gruppen G ı /’ mit 
den Schreierschen Erweiterungen identisch sind. Die übrigen zweifach ausgearteten 
Gruppen, definiert durch die Multiplikationsgesetze 


G3T': (a, a) (b, B) = (abP*, a’ xp), 
GıTl': (a, x) (b, P) = (ab*, a’ap), 


sind eingehend von R. Kochendörffer [1] untersucht worden. Sie lassen sich beide auf- 
fassen als eine zweimalige Schreiersche Erweiterung gewisser Untergruppen. Im Anschluß 
hieran stellte L. Rödei [3] die Frage, ob etwas Ähnliches auch für das allgemeine schiefe 
Produkt G o !' gilt. Die Beantwortung dieser Frage ist wegen der komplizierten Struktur 
dieser Gruppe sehr schwierig. Wir können aber auf diese Frage eine Antwort geben für 
den Fall der einfach ausgearteten Gruppen. Es gibt im wesentlichen zwei verschiedene 
einfach ausgeartete Gruppen. Die eine von ihnen, nämlich die Gruppe G * T’, definiert 
durch das Multiplikationsgesetz 

G®#F: (a, &) (b, P) sn (abp*, a’ x’P), 
in der also identisch b* = b gilt, erweist sich ebenfalls als eine zweimalige Schreiersche 
Erweiterung gewisser Untergruppen, während die andere einfach ausgeartete Gruppe 
G** T', definiert durch 

G**T: (a,a)(b, ß) = (ab*, ad a’ß), 
in der also identisch 8* = e gilt, eine einfache Schreiersche Erweiterung gewisser Unter- 
gruppen ist, von denen die eine ein Zappa-Sz&p-Produkt ist. 
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I. 
1. Es sei die Gruppe G * I’ definiert durch das Multiplikationsgesetz 
G*T: (a,«) (b, ß) = (abp®, a’ a”Pß) 


und habe die Einheit (e, e), worin e bzw. e die Einselemente der Gruppen G bzw. I’ be 
deuten. Aus dem Assoziativgesetz der Gruppenmultiplikation folgt die Gültigkeit folgen- 
der Relationen für alle a,b,ceG; a,ß,yel': 


(1) “mn ee = mer, Verne —e, 
a de -e, Y=y 
(3) Y=e, me, 
(4) (b’P = e, y°p® = (Br) (vB), 
(5) Pre= cf), = bi(y’), 
(6) By = yP(By)*, bh" = (cb)*(e’)*, 
(7) (by) = Y*, (ep) = ce (Pr)®; 
aus ihnen folgt noch durch Spezialisierung 
(8) =Yy, '=y, 
(9) Yr=Y, ee. 


Es seien nun 
G, die von allen a? erzeugte Untergruppe von G, 


T', die von allen a? erzeugte Untergruppe von J'; 
dann gelten in Verallgemeinerung von (2) und (3) die Beziehungen 


(2’) "=c, y" = ;f 

(3) yı=e, = e, 
für alle ceG, yEel’, a, eG, mel). 

Beweis. Wir beweisen dies etwa für die rechten Formeln. Jedes Element aus G, ist 
ein Produkt aus Elementen der Form a® bzw. aus den Inversen solcher Elemente. Wegen 
(2) und (3) genügt es zu beweisen: Folgt für beliebige Elemente a,, b, €G, und beliebige 
Elemente c€eG, ye I’ aus der Gültigkeit der Relationen 


A 


yy=y Mey d=a, dı=s 
auch die Gültigkeit von 
yrıtı ie y, yri : a y, c’r@ı = e, ei 1 ins, 


so ergeben sich die Behauptungen (2’) und (3°) durch vollständige Induktion. 
In der Tat: aus (5,) folgt y"“ = y und aus (6,) ebenso C"*“=e. Für b=b, 
a=b,' und beliebiges e €G ergibt (6,) 
Bl”, 
insbesondere für ce = b, ' also bP: "= e, d.h. wenn man c wieder alle Elemente von 6 
durchlaufen läßt 
ei" = e für jedes c€G und jedes b, '€G; 


genau so ergibt (5,) fürb=b,a=b,' 


Yyı=y. 
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Wegen 
(a,, €) (b,, €) = (aıb,, €) 
ist G, = (G,, €) eine Untergruppe von G. 
Genau so beweist man, daß auch 7”, = (e, T',) eine Untergruppe von J' ist. Schließlich 

folgt noch aus 

(a,, €) (e, &,) = (e, &,) (a, €) = (a,, &ı), 
daß das Gruppenpaar (G,, /',) das direkte Produkt der beiden Untergruppen (G,, e) und 
(e, I,) von G*T ist: 

(6,77) = (G, ed) x (, TI) E61 x T. 


2. Aus (5,) folgt zweierlei: Erstens ist G, abelsch, denn für e = y° folgt mit (2,) 
By = yP; 
zweitens ist G, Normalteiler von G, da (°)* € G, ist. Setzt man 


G= P> u4G,, 


AEGIG, 
worin A die Elemente von G/G, durchläuft, so folgt zunächst aus (5,) 
ß* ed = cd(P")* = c(ß")*d = cd((P°)")*, 
d.h. es ist 
((B°)")" = (#)* für alle c,deG; a,ßeT. 
Hiermit wird aber 
U,pu,u,ß" = P'u,yu,u,; 
u,pU,u,„ist also mit allen Elementen vonG, vertauschbar. Das ist für beliebiges u, u,€G 
nach (5,) aber nur dann der Fall, wenn u,;u,u,€G,, d.h. wenn 
(10) UyUp = Uyplyu,n 
ist mit einem gewissen Faktorensystem a, „ aus G,. 
Wir beweisen nun 
(11) Das Mengenpaar (G,, I‘) ist Normalteiler von G* T". 
Zunächst folgt aus 
(a, &) (di, B) = (a1b1 P*, &P), (a,b, EG, ©, BET), 
daß (G,, /') eine Untergruppe von G * T’ ist. 
Damit (G,, !') Normalteiler von G * I’ ist, muß sich ein c,€G, und ein yeE I!’ so 
bestimmen lassen, daß zu vorgegebenem (b,, 8) die Beziehung 
(a, &) (b1, B) = (cı, Y) (a, a) 
besteht. Die Ausführung der Multiplikationen ergibt 
(ab, B*, &P) = (c,aa”, ciy"%), 
d.h. es muß gelten 
a=abßler)Tat, aB=cya. 
Da 5, ß*(ar)-!€G, und G, Normalteiler von G ist, so ist in der Tat c, € G,. Setzt man in 
der zweiten Relation y* = (cd) '"aßx"'= op, so liefert (5,), wenn man darin a und b 
vertauscht, y“” = a’o’(a’) ', und daraus folgt für b=a' nach (1) 


. 1 1 1 
y = a" 0" (a“ ) 5 
Also ist (G,, [’) Normalteiler von G * I". 
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3. Setzt man ß* = c, , in der Gleichung (6,), so lautet sie 


C,,8BCap,y — CB,yCa,By 


und besagt, daß die Elemente f* ein Faktorensystem für eine Erweiterung von G, mit I 
bilden, bei der in G, durch /' der identische Automorphismus induziert wird. Da in der 


Tat (c,, y) = (cı, &) (e, y) ist, so ist 
(G,, T) =, (G,, €) (e, y) 
yer 
und es wird 
(a,, €) (e, &) (b,, €) (e, ß) 5 (a,, €) (b,, €) (e, %&) (e, ß) 
_ (a, b,, €) (P*, aß) 
- (a,b,, €) (P®, €) (e, &ß), (P®, €) € (G,, e). 


(G,, 7) ist also die Erweiterung von (G,, e) mit /’ zum Faktorensystem ß° und mit iden- 
tischem Automorphismensystem. 


Der erste Teil dieses Satzes ergibt sich übrigens auch folgendermaßen: Wegen 
(a1, &) (bi, €) = (bı, €) (%, &) = (a)b,, &) 


liegt (G,, &) im Zentrum von (G,, /’), also läßt sich (G,, I’) auffassen als Erweiterung von 
(G,, €) mit (Gi; IT) /(G,, €) nr E. 
Setzt man, im Hinblick auf (11), 
G*!= P2 (us, €) (G,, I”), 


AEG/G, 
so wird, falls a,uz = uzd, ist, mit Benutzung von (10) 
(u ,, €) (a), &) (u,, €) (b,, P) = (u,, €) (u,d,, a/®x"B) (b,, ß) 

= (u,,e) (u,, €) (d,, a/#a“#) (b,, ß) 

= (u,u,, u;#) (d,, a/#&"#) (b,, ß) 

= (u, m €) (@,,5, u4#) (d,, a/?a"8) (b,, P). 
Daher ist G* T'/(G, I) 2 G/G, und G * T’ ist die Erweiterung von (G,, !') mit G/G, zum 
Faktorensystem (a, „, uj#). Aus der Gleichung 

(u;, €) (u;'a, Up; a,B a"B) . (a,, &) (u,, €) 
folgt, daß der dem Element B aus G/G, zugeordnete Automorphismus von (G,, I') 
(a,,&) > (u,'a,u,, a;#a"8) 


ist. 
Zusammenfassend haben wir damit folgenden Satz gewonnen: 


Satz. /st G, die von allen Elementen a? erzeugte Untergruppe von G, dann ist G* I’ 


die Erweiterung von (G,, I‘) mit G/G, zum Faktorensystem (a, 57, u4#) in (10) und mit dem 
Automorphismensystem 
(a,, &) > (u,'a,u,, ayBa"B). 


(G,, I’) selbst ist die Erweiterung von G, = (G,, €) mit I’ zum Faktorensystem (ß°, e) und mit 
identischem Automorphismensystem. 
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HI. 


Fordert man im allgemeinen schiefen Produkt G © I’ die Relation * = e, so erhält 
man die zweite einfach ausgeartete Gruppe G ** T', definiert durch das Multiplikations- 


gesetz 
BU (a, &) (b, ß) . (ab*, a’ «’ß). 


Die Gruppe habe wieder das Einselement (e, e), worin e bzw. e das Einselement von G 
bzw. I’ ist. Das Assoziativgesetz der Gruppenmultiplikation verlangt die Gültigkeit 
folgender Relationen für alle a,b,c€eG, a,ß,yef!: 


(1) “= me, “m at=e=e=e, 
(2) ne, a’=a, 

(3) (be)* = be”, (vB) = Ye, 

(4) ty, eb" = (cb)*(e)", 

(5) Mel, yb" = (b’' (y')". 


Zunächst ist I’ = (e, T') eine Untergruppe von G ** IT’, denn nach (1) ist (e,a)(e,ß) = (e,x P). 
Diejenigen «a, € !', für die a* = a für jedes a € G gilt, bilden wegen (4,) eine Unter- 
gruppe 7’, von I". Wegen (2,) sind insbesondere alle Elemente der Form a? in 7’, enthalten. 
Die Extremfälle sind 7’, = e und T', = T'; im ersteren Fall ist unser Produkt das Zappa- 
Szep-Produkt G 2 I", im letzteren Fall die Schreiersche Erweiterung G ı I", 


(4,) ergibt c*? = c”" = c?, und daraus folgt sofort 
g g 
erfı“ 1 u; (c® 'y* u (c* 'y aut c® un c, 


d.h. aber aß, ae T', für alle xe 7", ß, € T\,; also ist 7’, Normalteiler von /". 
Schließlich folgt noch aus (3,), daß mit jedem b € G und jedem a, € I’, auch a? € I", ist. 
Aus der Beziehung (a, x) (e, $) = (e, yı) (a, x) ergibt sich durch Ausmultiplikation 
B=xa"'yixeT',, und das besagt, daß auch 7’, = (e, Z’,) Normalteiler von G ** 7’ ist. 
Setzt man daher 
T= 2 ul, 


Aerıt, 


worin A die Elemente von /’//‘, durchläuft, so ist 


Br !=23 PB} (a, 04) (e, T,)- 


aeGW aAcel’T, 
Aus der Multiplikation der Restklassen 
(a, 04) (e, 1) (b, 05) (e, T,) =. (a, 04) (b, T, 05) (e, T,) _ (a, 04) (b, 0s1',) (e, T,) 
_ (a, 04) (b, 05) (e, T,) (e, N) 
= (ab*4, a’ 0’, 0) (e, 1',) 
= (ab*4, 0, 0,5) (e, 7) 
folgt, daß G** Te, T,) &G:T'/T, ist. 

Somit ist G** I’ die Schreiersche Erweiterung von /\ = (e, I) mit dem Zappa- 
Szep-Produkt G 2 I’/I,. Das Faktorensystem (e, r,) der Erweiterung berechnet man aus 
der Gleichung 

(a, 0,) (b, 0,) = (ab°4, a’ 0‘, 0,) = (ab°4, 0’, @z7,) = (ab°4, 0", 0,) (e, tı), 
also 

(6) 4 (0, 05) 'a’0',0»- 
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Schließlich folgt aus 
(e, ßı) (a, 04) ka (a, 04) (e, Yı), 


d.h. (a, ßjo,) = (a, o,y,), daß der dem Element (a, o,)€EG2T'/T', zugeordnete Auto- 
morphismus von (e, I’) 


(7) (e, ßı) 7 (e, eo, Pio,) 
ist. Bezüglich der Gruppe G ** I’ gilt also der Satz: 


Satz. Die Elemente von T', seien diejenigen x,€T', für die die Relation a" = a 
für alle aeG gilt. Dann ist G ** T die Schreiersche Erweiterung von IT‘, mit Ge I'/T, zum 
Faktorensystem (e, t,) aus (6) und mit dem Automorphismensystem (7). 
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Gruppen, in denen das Normalteilersein transitiv ist. 


Von Wolfgang Gaschütz in Kiel. 





1. Die Vielgestaltigkeit der endlichen Gruppentypen beruht zum Teil darauf, daß 
für sie nicht allgemein die folgende Transitivität gilt: 


(t) /st R Normalteiler der Gruppe ©, M Normalteiler von WR, so ist M auch Normal- 
teiler von ©. 

Gruppenklassen, wie z. B. die dedekindschen!) Gruppen und die Operatormoduln — 
für diese in sinngemäßer Übertragung, nämlich für die zulässigen Teilbereiche an Stelle 
der Normalteiler — bei denen die Eigenschaft (t) erfüllt ist, erweisen sich wesentlich 
geschmeidiger in ihrer Behandlung. Es liegt daher nahe zu fragen, wie stark sich die 
Theorie der endlichen Gruppen vereinfachen würde, wenn die obige Transitivitäts- 
forderung erfüllt wäre. Etwas bestimmter ausgedrückt, sei die Aufgabe gestellt, die 
Struktur der endlichen Gruppen © mit der Eigenschaft (t) zu untersuchen. Solche Gruppen 
nennen wir kurz i-Gruppen. Diese Bezeichnungsweise stammt von O. Taussky und 
E. Best, die in der Arbeit [1]?) für endliche Gruppen, deren Sylowgruppen zyklisch sind, 
und etwas allgemeinere, durch Erzeugende und Relationen definierte Gruppenklassen das 
Bestehen von (t) nachgewiesen haben 

Als Studie zur Theorie der überauflösbaren Gruppen gedacht, ist es in erster Linie 
das Bestreben der folgenden Seiten, die Behandlung der auflösbaren {-Gruppen zu einem 
Abschluß zu führen. Dieses Ziel wird erreicht durch eine Kennzeichnung, die es möglich 
macht, alle auflösbaren t-Gruppen aus den dedekindschen Gruppen als zerfallende Er- 
weiterungen zu konstruieren und mit einem Satz von D. R. Taunt in handlicher Weise an 
den zur Konstruktion verwendeten Stücken zu entscheiden, wann zwei auflösbare t-Grup- 
pen isomorph sind '*). Es werden ferner einige Eigenschaften nicht auflösbarer t- Gruppen 
angegeben, die sich auf den maximalen auflösbaren und den maximalen perfekten Normal- 
teiler beziehen. Eine abschließende Behandlung wie im auflösbaren Falle dürfte nach dem 
heutigen Stande der Kenntnisse über eigentlich-einfache Gruppen und ihre Automor- 
phismengruppen kaum gelingen. 

Wenn im folgenden von Gruppen die Rede ist, so sind stets solche von endlicher 
Ordnung gemeint. 

2. Wir stellen zunächst einige Tatsachen über t-Gruppen zusamınen, die der mit 
den elementaren Sätzen der Gruppentheorie vertraute Leser leicht selbst bestätigen 
kann. Sie sind im wesentlichen alle schon in der Arbeit [1] angegeben. 


!) Eine Gruppe nennen wir dedekindsch, wenn jede ihrer Untergruppen Normalteiler ist. Aus historischen 
und bezeichnungstechnischen Gründen erscheint es gerechtfertigt, für die aus den hamiltonschen und abelschen 
Gruppen bestehende Klasse diesen Terminus einzuführen. 

2) [ ] verweist auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 

2a) Zusatz bei der Korrektur: G. Zacher hat in der Arbeit [6] ebenfalls eine Charakterisierung der auflös- 
baren t-Gruppen angegeben. Die von ihm erzielten Resultate gehen jedoch in eine andere Richtung. Insbeson- 
dere wird von ihm nicht das Konstruktions- und Isomorphieproblem dieser Gruppenklasse behandelt. 
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Eine Gruppe ist genau dann t-Gruppe, wenn jede ihrer Kompositionsreihen Haupt- 
reihe ist oder, in der von H. Wielandt eingeführten Bezeichnungsweise, wenn jede nach- 
invariante Untergruppe Normalteiler ist. Jeder Normalteiler und jede Faktorgruppe einer 
t-Gruppe ist ebenfalls t-Gruppe. Auflösbare t-Gruppen sind überauflösbar, d.h. ihre 
Hauptreihen haben als Indizes nur Primzahlen. Da in einer nilpotenten Gruppe jede 
Untergruppe nachinvariant ist, ist eine solche dann und nur dann t-Gruppe, wenn sie 
dedekindsch. ist. Eine Gruppe, deren Sylowgruppen zyklisch ‘sind, ist eine t-Gruppe. 
Denn die Sylowgruppen jedes Normalteilers und jeder Faktorgruppe sind zyklisch und 
jeder Normalteiler ist sogar charakteristische Untergruppe. Das letztere bestätigt man 
zunächst für die minimalen Normalteiler und erschließt es dann durch vollständige 
Induktion in den Faktorgruppen für beliebige Normalteiler. 

3. Es sei nun © eine auflösbare t-Gruppe. Da ® dann überauflösbar ist, besitit es 
einen geordneten Sylowturm®). Wir benötigen im folgenden hiervon nur, daß © eine 
charakteristische Untergruppe ungerader Ordnung enthält, deren Faktorgruppe 2-Potenz- 
ordnung hat. Als überauflösbare Gruppe hat ® ferner eine nilpotente Kommutator- 
gruppe ®). Hiermit beweisen wir 


Satz 1. & sei eine auflösbare t-Gruppe, &/2 die maximale nilpotente Faktorgruppe°) 
von &%. Dann ist 

(a) &/X dedekindsch, 

(b) 2:1 ungerade, 

(ec) & abelsch, 

(d) 8:8, 2:1) =1 
und es gilt: 

(e) die inneren Automorphismen von & induzieren in & Potenzen®) n, (n, 2:1) = 1 
derurt, daß zu jedem Primteiler p von 2:1 ein n existiert mitn #1 mod p. 

Beweis. (a) ist nach Nr. 2 klar, da &/2 nilpotente Faktorgruppe einer t-Gruppe ist. 

(b) & liegt nach Definition in der charakteristischen Untergruppe, die ungerade 
Ordnung und 2-Potenzindex hat. 

(c) 2 liegt in der Kommutatorgruppe von ®, ist also nilpotent, als Normalteiler 
einer t-Gruppe selbst t-Gruppe und nach (b) und Nr. 2 daher abelsch. 

(d) und (e). Es sei p ein Primteiler von 2:1. Dann ist p + 2 nach (b). Da & abelsch 
und & t-Gruppe ist, existiert ein Normalteiler W von ® in & mit 2:NR = p. Ist P/N 
eine p-Sylowgruppe von ®/R, so ist ®/N von ungerader Ordnung und als nilpotenter 
Normalteiler einer t-Gruppe abelsch. In der nilpotenten Gruppe ®/f gibt es einen Normal- 
teiler &/2 mit BE =, ®Pr6= 8%. Die durch die inneren Automorphismen von ® in & 
und ®/R induzierten Automorphismen lassen sämtliche Untergruppen von & bzw. P/N 
invariant. In abelschen Gruppen sind solche Automorphismen aber Potenzen n’?): 


L>L*, LeR, (n, 2:1) = 1 bzw. PR> (PN), PREWN, (n,p) =1. 


3) [3], Definition 2 und Satz 7. 

4) [3], Satz 8. 

5) Bekanntlich hat in einer beliebigen Gruppe der Durchschnitt zweier Normalteiler mit nilpotenten Faktor- 
gruppen wieder nilpotente Faktorgruppe. 

%) Eine Abbildung x einer Gruppe ®& in sich wird Potenz genannt, wenn eine nur von r abhängende Zahl n 
existiert mit @* = G@* für alle @ e ©. 

?) Diese in der Literatur sicherlich schon mehrfach behandelte Tatsache beweist man leicht folgender- 
maßen: Sei A,,..., A, eine Basis der abelschen Gruppe 4, a; die Ordnung von A,a,|a,|’--|a,, o ein Auto- 
morpishmus von 4, der alle Untergruppen von 4 fest läßt, A/= A}, A} = 47, (4,4, = (4, A,,. Dann ist 
Ai Al == A; A», also lJ=nmoda, I=mmoda;; daher !=nmoda, und ai == Ar für alle Basiselemente 
A;: A’ = 4A" also für alle Elemente A von 4. 
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GM ist nicht nilpotent, da anderenfalls im Gegensatz zur Wahl von %& die Faktor- 
gruppe G/N == P/N - G/N nilpotent wäre. 2/R bleibt daher unter den Transformationen 
von & nicht elementweise invariant. Unter den in 2 bzw. ®/N induzierten Potenzen treten 
also solche auf, für dien = 1 mod p ist. Wäre ® + 2 und M/L2 ein minimaler Normalteiler 
von G/L, M< %, so ließen solche Potenzen die Eleınente aus M/L nicht invariant. Das 
kann nicht sein, da M/£ nach allgemeinen Sätzen über nilpotente Gruppen im Zentrum 
von ®/2 liegen müßte; w. z. b. w. 

Nachträglich stellt man leicht fest, daß (b) und (c) aus (e) folgen. 


Die Eigenschaften (a), (d), (e) kennzeichnen: schon die auflösbaren t-Gruppen: 


Satz 2. Ist & eine Gruppe, 8 ein Normalteiler von © und gelten (a), (d) des Satzes 1 und 


(e*) es induzieren die inneren Automorphismen von & in 2 Potenzen, 
so ist & eine auflösbare t-Gruppe. 


Ist sogar (e) des Satzes 1 an Stelle von (e*) erfüllt, so ist $/2 die maximale nilpotente 
Faktorgruppe von ©. 


Beweis. Jede Untergruppe von & ist (e*) zufolge Normalteiler von &, & daher dede- 
kindsch, © also nach (a) auflösbar. 

Sei N Normalteiler von &©, M Normalteiler von WR. Nach (a) ist DO = ML N 
Normalteiler von ®. Ferner ist M/M rn & nach (d) der größte Normalteiler von O/Mı % 
mit einer Ordnung, die zu 2: 1 teilerfremd ist. Also ist M/M 2 charakteristische Unter- 
gruppe von O/M 2 und damit M Normalteiler von ©. 


Sei jetzt (e) erfüllt und &/2* die maximale nilpotente Faktorgruppe von ©. Die 
Gruppe &* liegt in 2. Wäre & + 2*, so gäbe es einen 2* umfassenden Normalteiler % 
von ®, der maximal in & ist. 2/N wäre minimaler Normalteiler von G/N und 2:N= p 
Primzahl. Unter den inneren Automorphismen von ® gibt es solche, die in & und damit 
auch in £/R Potenzen n = 1 mod p induzieren. Unter diesen bleibt aber kein Element 
N von L/R invariant. Da L/N im Zentrum von G/N liegen müßte, erhalten wir einen 
Widerspruch; es ist also 2 = 2*; w. z. b. w. 


Satz 1 und 2 liefern eine Möglichkeit, die auflösbaren t-Gruppen aus den dedekind- 
schen Gruppen zu konstruieren: 


Satz 3. & sei eine abelsche Gruppe, ® eine dedekindsche Gruppe, (2:1, ®:1)=1, 
II, die Gruppe der Automorphismen von %, die Potenzen sind. ® sei ein Homomorphismus 
von ® in II, derart, daß zu jedem Primteiler p|2:1einn= D’, De ®, mitn = 1 mod p 
existiert. G(D, 2, 9) sei die aus den Paaren (D,L), De®, Le und der Verknüpfung 


(D,, L,) (D,, L,) == (D, D,, L’* L,) 


gebildete Gruppe. Dann gilt: 


(a) G(D, 2, 9) ist eine auflösbare t-Gruppe, deren maximale nilpotente Faktorgruppe 
isomorph mit ® ist; der zugehörige Normalteiler ist isomorph zu %. 


(b) Ist & eine auflösbare t-Gruppe und ®&/2 = D die maximale nilpotente Faktor- 
gruppe von 6, so existiert ein Homomorphismus ® von ® in JI, mit der im Satz angegebenen 
Eigenschaft, für den & z ©(D, 8, 9) ist. 

(ce) Sind G(D, 2, 9) und G(D’,!', 9) isomorph, so ist D® mit D’ und X mu % 
isomorph. G(D, &, 9) und G(D,L, 9) sind dann und nur dann isomorph, wenn in der 
Automorphismengruppe von ® ein Element x existiert, für das 9 = dy ist. 
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Beweis. (a) folgt aus Satz 2, wenn % mit der Menge der Elemente (1,2), Le 
identifiziert wird. 

(b) & zerfällt als Erweiterung über & nach einem Satz von I. Schur, da 

(5:8, 8:1) = 1 
ist nach Satz 1. Auf Grund der Sätze aus der Erweiterungstheorie®) und der anderen 
Aussagen des Satzes 1 stellt sich daher & in der Form &(9, %, ®) dar. 

(ec) Die erste Behauptung ergibt sich aus der Tatsache, daß der zur maximalen 
nilpotenten Faktorgruppe gehörige Normalteiler eine charakteristische Untergruppe ist; 
bei einem Isomorphismus von ®(9, 2, 9) auf (9, 2’, 9) muß also 2 nach (a) auf 2 
abgebildet werden. Hieraus folgt auch die Isomorphie der Faktorgruppen. Die letzte 
Isomorphieaussage erhält man unmittelbar aus einem allgemeineren Satz von D.R. 
Taunt°), wenn man beachtet, daß 77, mit allen Automorphismen von % elementweise 


vertauschbar ist; w. z.b. w. 
Als einfache Folgerung aus Satz 2 erhalten wir noch 


Satz 4. Jede Untergruppe U einer auflösbaren t-Gruppe © ist eine t-Gruppe. 

Beweis. Ist ®&/2 die maximale nilpotente Faktorgruppe von ®, so wende man 
Satz 2 auf Il an Stelle von & und auf U n 2 an Stelle von % an. 

4. Für nichtauflösbare t-Gruppen gibt es eine Kennzeichnung, die methodisch der 
der Sätze 1 und 2 ähnlich ist. Sie bedient sich der erstmalig wohl von H. Fitting [2] 
gründlich behandelten Aufspaltungsmöglichkeit jeder endlichen Gruppe in maximalen 
auflösbaren Normalteiler und zugehörige halbeinfache Faktorgruppe. 


Satz 5. Es sei & eine Gruppe, %5 der maximale auflösbare Normalteiler von © Dann 
und nur dann ist ®& eine t-Gruppe, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

(a) % ist t-Gruppe, 

(b) ©/% ist t-Gruppe, 

(ec) Die durch die inneren Automorphismen von © in % induzierten Automorphismen 
lassen jeden Normalteiler von % invariant. 

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen ist leicht einzusehen. Wir zeigen, daß 
sie hinreichend sind: 

N sei ein Normalteiler von &, M Normalteiler von WR. $M/% ist Normalteiler von 
IN/S. Nach (b) ist dann FM und damit auch DO = FM N Normalteiler von ©. Der 
Durchschnitt DO n % ist Normalteiler von %, & = Mr % Normalteiler von On %, 8 also 
Normalteiler von % und nach (c) von ®. Daher ist O/ direktes Produkt seines maximalen 
auflösbaren Normalteilers DO n %/8 und der halbeinfachen Gruppe M/K = 3N/S- Da 
M/K das Zentrum hat, ist M/R als Kofaktor von Or %/X eindeutig bestimmt und 
daher charakteristische Untergruppe von DO/&. Also ist M Normalteiler von ©; w. z. b. w. 

Nachdem in Nr. 3 die Struktur der auflösbaren t-Gruppen beschrieben wurde, inter- 
essiert jetzt noch die Struktur der halbeinfachen t-Gruppen, wenn man einen groben 
Überblick über die allgemeinen t-Gruppen erhalten will. Der Arbeit [2] entnimmt man 


folgendes: 
Ist © eine halbeinfache t-Gruppe, S = €,x x €, ihr Sockel?°), €; eigentlich- 
einfach !), so ist ® & U,x x U,, wobei U, eine Untergruppe der Automorphismen- 


gruppe von €; ist, die die Gruppe der inneren Automorphismen von €, umfaßt. 








8) [5], III, $6. 

®) [4], Theorem 3.3. 

10) Der Sockel einer Gruppe ist das Produkt ihrer minimalen Normalteiler. 
11) eigentlich-einfach = einfach von zusammengesetzter Ordnung. 
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Eine nähere Diskussion der halbeinfachen t-Gruppen scheitert an dem Mangel an 
Kenntnissen, die wir von den äußeren Automorphismengruppen eigentlich-einfacher 
Gruppen haben. Es besteht die bekannte Vermutung von OÖ. Schreier, daß diese stets 
auflösbar sind. Sie würde gleichbedeutend damit sein, daß eine halbeinfache, perfekte !?) 
t-Gruppe direktes Produkt eigentlich-einfacher Gruppen ist. 

Die im Satz 5 angegebene Eigenschaft der im maximalen auflösbaren Normalteiler 
einer t-Gruppe ® durch ®& induzierten Automorphismen gestattet eine eigentümliche 
Aussage für den maximalen perfekten Normalteiler von &. Um sie herzuleiten, benötigen 
wir zwei Hilfssätze. 


Hilfssatz 13). A sei eine Gruppe von Automorphismen der Gruppe $, die einen Normal- 
teiler R von 5 und seine Faktorgruppe elementweise invariant lassen. Dann ist A abelsch. 
Beweis. Seien A,, A,€ A. Es sind HH" und H“*'H*für He & Elemente aus N. 
Dann ist 
H'H ER (H’ H ')* en H’+H- " 


H IH’: no (H I Hy} ern H- Jı Hrıdı 


oder 
HH ei H'H I H+: H’+, 
w. z.b. w. 
Hilfssatz 2. Es sei 
(4. 1) H=- N > N,>'>Nı=l 


eine Kompositionsreihe der auflösbaren Gruppe $ und M eine Gruppe von Automorphismen 
von 9, bei denen alle Untergruppen der Reihe (4. 1) invariant bleiben. Dann ist M auflösbar. 

Beweis. Der Satz ist richtig für Z= 0. Seil #0 und M, die Untergruppe von M, 
die X, elementweise invariant läßt. M, ist Normalteiler von M. Die Faktorgruppe M/M, 
ist mit einer Gruppe von Automorphismen von X, isomorph, die jedes Glied der durch 
(4.1) in 0, induzierten Kompositionsreihe invariant läßt. Durch vollständige Induktion 
nach / ergibt sich: M/M, ist auflösbar. 


M! sei die Untergruppe von M, die H/R, elementweise invariant läßt. M! ist Normal- 
teiller von M und M/M! mit einer Untergruppe der Automorphismengruppe von HR, 
isomorph, also zyklisch. Daher ist M/M, n M! und nach Hilfssatz 1 mit A=M, nM! 
auch A und also auch M auflösbar; w. z. b. w. 


Satz 7. © sei eine t-Gruppe, $ auflösbarer Normalteiler von ©, Z, der Zentralisator 
von 9 in ©. Dann ist $/Z, auflösbar. 


Beweis. Die Gruppe der Automorphismen, die durch die inneren Automorphismen 
von ®& in $ induziert werden, sei M. Die Elemente aus M lassen jeden Normalteiler oder, 
damit gleichwertig, jede nachinvariante Gruppe von $ fest. M = ®/Z, erfüllt daher die 
Bedingungen von Hilfssatz 2 und ist auflösbar. 


Satz 8. © sei eine t-Gruppe, ® der maximale perfekte Normalteiler von &. Dann 
ist der Zentralisator Z, von ® in © gleich dem maximalen auflösbaren Normalteiler vor ©. 
Insbesondere ist also jede perfekte Untergruppe von & mit jedem auflösbaren Normalteiler 
von & elementweise vertauschbar. 


12) Perfekt nennt man eine Gruppe, die gleich ihrer Kommutatorgruppe ist. Das Erzeugnis perfekter Gruppen 
ist perfekt. Die Faktorgruppe nach dem hiernach eindeutig bestimmten maximalen perfekten Normalteiler einer 
Gruppe ist auflösbar. 

13) Er findet sich als Aufgabe in [5]. 
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Beweis. Allgemein ist Z, auflösbarer Normalteiler von ©, da ©/® also auch 
ZuB/B = Zy/B nr Zy auflösbar und Pr Z, das Zentrum von ® ist. Andererseits ist 
aber ® nach Satz 7 mit dem maximalen auflösbaren Normalteiler von & elementweise 
vertauschbar; w. z. b. w. 


Corollar. /st & eine perfekte t-Gruppe, so liegt jeder auflösbare Normalteiler von © 
im Zentrum von ©. 
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(General theorems about a bounded 
linear operator and its conjugate. 


By Angus E. Taylor*) and Charles J. A. Halberg, Jr., Los Angeles, USA. 


Introduetion. 


The purpose of this paper is to give a complete systematic account of the theorems 
about a bounded linear operator A and its conjugate A’, insofar as these theorems bear 
on the following questions concerning A, and the corresponding questions concerning A’: 

Does Ax = y have a solution x for each given y ? If not, for which y’s does a solution x 
exist ? 

Does the operator A have an inverse A-!, and if so, is the inverse operator bounded ? 

We consider these matters for a bounded linear operator A defined on all of a normed 
linear space X, with values in a second space Y of the same type. The theorems take into 
account the possibility of completeness or reflexivity for the spaces, but only insofar as 
these properties seem to have a decisive bearing on the theorems in question. 

Indiviaually, the theorems which we give are not new. We believe, however, that they 
havenever been presented as systematicallyas they are here, and that their fullimplications 
have never been realized to the extent that we present these implications in the two 
“state diagrams’’ in $5. These diagrams exhibit in a readily accessible way all of the 
implications about one of the operators A, A’ which result from an hypothesis about the 
other one of these two operators, insofar as the hypothesis and the implications bear upon 
the nine possible situations which may obtain for a given operator, as explained in $ 1. 
As a sample, we mention the following: 

Suppose that y= Ar maps the space X onto all of the space }, and that the 
mapping is one-to-one, but in such a way that the inverse mapping x = A-!y is not 
eontinuous. If neither X nor Y is complete this situation can occur in several ways, and 
there are three actual possibilities for the conjugate operator A’: (1) It may map Y’ into 
a dense but proper subset of X’, the inverse mapping (A’)-! being discontinuous; (2) it 
may map Y’ into a part of X’ not dense in X’, the inverse mapping being continuous; 
(3) it may map Y’into a part of X’ not dense in X’, the inverse mapping being discontinuous. 
There are no other possibilities. Possibilities (1) and (3) are not realized if Y is complete. 
Possibility (2) is not realized if X is complete, but may be realized if Y is complete. 
Possibility (3) is not realized if X is reflexive, regardless of the completeness of Y. 

There are eleven main theorems, which are given in $$ 3, 4. The full implications 
of these theorems are presented in $ 5, in connection with the two state diagrams. Section 6 
is devoted to examples which demonstrate the actual oceurrence of various states which 
are not shown to be impossible in $5. Sections 7 and 8 present briefly the special im- 
plications of the earlier material for the spectra of A and A’ and for operators in Hilbert 
space. 


*) Part of the work done on this paper by Professor Taylor was carried on while he was a Fulbright Research 
Fellow visiting at the Johannes Gutenberg University in Mainz, Federal Republie of Germany. 
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1. The 9-fold elassification scheme for an operator. 


Throughout this paper we shall use X and Y to denote normed linear spaces. The 
class of all bounded (i. e. continuous) linear operators defined on all of X, with ranges 
in Y, is denoted by [X, Y]. If A is such an operator we denote its range by R(A). We 
say that A has an inverse if Ax = (0) implies z=0,i.e. if A sets up a 1-1 mapping 
of X onto R(A). The inverse mapping A-! is then a linear operator which maps R(A) 
onto X. 

As regards R(A) there are the following three possibilities: 

I: RA)=|T, 
II: R(A) # Y but R(A) is dense in Y, 

Ill: NR(A) is not dense in Y, i.e. R(A)#+Y. 

If R(A) = Y fora given A, we say that A is in condition 1; for brevity we write A el. 
Analogous terminology and notation is used regarding II and Ill. 

As regards A-! there are the following three possibilities: 

1: A! exists and is continuous, 

2: A! exists but is not continuous, 

3: A! does not exist. 

Here we say that A is in condition 1, and write A € 1, to indicate that A! exists and is 
continuous, with analogous usage concerning the second and third possibilities. 

As is well known, Ae41 if and only if there is a positive constant € such that 
Ar || > C || x || for every x in X. 

By combining various possibilities from the two lists, we obtain nine possible con- 
ditions. If Ael and Ace, we say that A in condition 1,, and write A € I,. Likewise 
Aelland Ac3 isexpressed by writing A € Il,. Thus we have nine possible conditions 
corresponding to the various pairings of a I, II or III with a 1,2 or 3. 








2. The state of an operator and its econjugate. 


If X is a normed linear space we denote the space of all continuous linear functionals 
on X by X’. We understand that the functionals have values in the same scalar field as 
that associated with X. For our purposes it makes no difference whether we deal with 
the real field ur the complex field, and we shall hereafter make no specific reference to the 
scalar field. We regard X’ as a normed linear space in the usual way. Although X need 
not be complete, X’ is necessarily complete. 

If Ace[X, Y], the conjugate operator A’ is defined as follows: For y’e Y’ we 
write x’ = A’y’, where x’ is the element of X’ defined by 

(2. 1) x (2) = y (Ar), zeX. 

As is well known, A’e[Y’, X’], and || A’ || = || A ||. 

The nine-fold classification scheme of $1 may be applied to A’. That is, wa can 
consider whether R(A’) is all of X’, dense in X’ but not all of X’, or not dense in X’; we 
can also consider whether or not A’ has an inverse, and if it does, whether or not the 
inverse is continuous. 

If we now consider the ordered pair of operators A, A’, the condition of A and the 
condition of A’ gives us an ordered pair of conditions which we call the state of the pair 
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(A, A’). Thus, if Ae Il, and A’e Ill,, we say that the state of (A, A’) is (I1,, I11,); 
for this we may write (A, A’) € (1l,, III,). Now it is a priori conceivable that (A, A’) 
may be in any one of 81 states. But, in fact, a great many states are made impossible by 
several general theorems. The fact is that there are exactly 16 states which are actually 
possible for a pair (A, A’) if no additional assumptions are made about X, Y or A. 
Restrietions on some or all of X, Y, A may limit still further the states which may be 
attained by (A, A’). For example, there are exactly 9 states which are actually possible 
if X and Y are required to be Banach spaces; the number of actually possible states drops 
to 7 if we require X to be reflexive and Y to be complete. Examples of such states can 
be found even when Y is reflexive, in fact even when X =Y. 

In the following sections of this paper we analyze the implications for the condition 
of A’ of an assumption about the condition of A, and vice versa. To a considerable extent, 
this analysis involves merely the proper formulation of known facts in the theory of 
linear operators. We believe, however, that all of the relevant information has never 
before been brought together in as general a form as given here, and that the full impli- 
cations of all the information has not hitherto been assessed. In order to show that 
assumptions of completeness or reflexivity for X or Y (or both) cannot yield any further 
limitations on the possible states of (A, A’) beyond those discussed in this paper, we give 
in $6 a number of counterexamples showing that various states can be realized under 
certain specified conditions. 


3. Annihilators and null manifolds. 


If $S is a subset of X we denote by S® the set of all x’ in X’ such that x’(x) = 0 if 
x € S. We call S” the annihilator of S in X’. Evidently $, < S, implies $S} < 5}. The set S” 
is a closed linear manifold in X’. If $, and $, generate the same closed linear manifold 
M in X, then = S3 = M. 

For a subset $S in the conjugate space X’ we define °5 as the set of allxe X such 
that x’(z) = 0 if x’ € S. We call %5 the annihilator of Sin X. Remarks analogous to those 
of the preceding paragraph apply here. 

The null manifold of A, denoted by N(A), is the set of allxe X such that Ax = 0; 
N(A) is a closed linear manifold in X. The null manifold of A’, denoted by N(A’), is the 
elosed linear manifold in Y’ consisting of all y’ such that A’y’ = 0. Since 


(A’y') (x) = y'(Ax) (by the definition (2. 1)), 
it is apparent that y’e N(A’) is equivalent to the condition y’(Ax) = 0 for every x in X. 


This is the same as saying that y’ € R(A)®. Since R(A) and R(A) have the same annihi- 
lator in Y’, we see that 


(3.4) (R(A)) = NLA). 
At this point we observe that if M is a closed linear manifold in X, then 
(?, 2) (M)=M. 


It is evident by the definitions that M < °(M°). But there can be no element in X M®) — M. 
For if x, were such an element, the fact that x, © M would imply the existence of a linear 
funetional x’ such that x’(x,) #0 and x’e M®. But then x, € °(M°) would imply 
x (z,) = 0. Therefore (3. 2) is true. 

Applying (3. 2) to R(A) and (3. 1), we obtain 


(3. 3) R(A)= NA’). 
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This result enables us to state our first theorem. 


Theorem 1. R(A) = Y if and only if (A')-! exists. 

Proof. According to (3.3) R(A) = Y if and only if Y = !N(A’). This in turn i: 
evidently equivalent to the requirement that N(A’) consist solely of the zero functional 
in }’, which is the same as saying that the inverse of A’ exists. 

Next we observe that 


(3. 4) AKR(A')) = NA). 


Since R(A’) and its closure have the same annihilator in X, it is sufficient to prove that 
IRA) = N(A). This follows from the formula (A’y’) (x) = y’(Ax) by observing that 
ze N(A) if and only if y'’(Ax) = 0 for every y’ in}. 

It follows from (3. 4) that 

(3. 5) RA) NLA), 
for if M is any linear manifold in X’, it is evident that. M < (’M)’. We cannot assert 
that M = (°M)®, however; there exist elosed linear manifolds M for which this is not 
true. In fact, M = (°M)® is the condition which characterizes those subspaces of X’ which 


are called regularly closed by Banach (see [1], p. 116). However, it is easily proved that 
M = (°M)® for every closed linear manifold M in X’, provided that X is reflexive. Thus, 


we have 

(3. 6) RA) = N(A)® 
in the event that X is reflexive. 

Theorem 2. /f R(A’) = X’, the inverse A-! exists. 

Proof. R(A') = X’ and (3.5) imply that N(A)’ = X’, and this implies that N(A) 
consists solely of the zero vector, whence A-! exists. 

Theorem 3. /f the inverse A-! exists, it follows that R(A') = X’, provided that X is 


reflexive. 
Proof. This follows from (3. 6), which holds if X is reflexive. 


4. Continuous inverses. 


The theorems of this section go somewhat deeper than those of $ 3. 


Theorem 4. R(A') = X’ ıf and only ıf A has a continuous inverse. 
Proof. Suppose R(A’) = X’, and that A does not have a continuous inverse. Then 


there is a sequence {x} such that x, #0 and || Az, || /|| x. || - 0. Let 
Ka)" r 
&%n = max ——. ‚nı „= ; 

I zu || || 2 |! 

Then || u, || = 2 — oo, and || Au, || 0, for 
n 
I Az |I\" 
Aula) 


Now Au, — O0 implies y’(Au,) — O0 for each y’ € Y’. But y’(Au,) = (A'y’) (u), and since 
R(A') = X’, we conclude that x’(u„) > 0 for each x’ € X’. This latter situation, however, 
implies that the sequence {u„} is bounded. See for example, Banach [1], p. 80, Th. 6 or 
Hille [4], p- 26, Th. 2. 12.3. Since || u, | 


— 00, we have a contradiction. 
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If we suppose, conversely, that A-! exists and is continuous, x’(A-!y) defines a 
continuous linear functional on R(A) (x’ fixed in X’, y varying over R(A)). By the 
extension theorem for linear functionals there exists an element y’ in Y’ such that 
y(y) = x(A-!y) when yeR(A). Then y’(Ax) = x'(x) if ze X. This means that 
x = A'y'. Consequently ER(A'), i.e. RA)= X. 


Theorem 5. Suppose that Y is complete and that R(A) = Y. Then A' has a continuous 
inverse. 

Proof. The argument is much like that in the first part of the proof of Theorem 3. 
If A’ did not have a continuous inverse, there would exist a sequence {y,’} in Y’ such 
that || u’ || — oo and || A’ yn' || 0. But R(A) = Y would then imply that y,'(y) —0 
for each y in Y, and this, with the completeness of Y, would imply the boundedness of 
{|| m’ ||}- See Banach, [1] p. 80, Th. 5 or Hille [4], p. 26, Th. 2. 12. 2. 

Before discussing the next theorem we must mention some facts about convex sets 
and linear functionals. A set Kin X is called balanced ıf xe K and | & | <AlimplyareK. 
If the scalars are real, a convex set K is balanced if and only if it is symmetrie (i.e..— re K 
whenever x< K). We need the following result: Suppose that ÄK is a closed, convex, 
balanced set having 0 as an interior point. Let x, be on the boundary of K. Then there 
exists an element x’ € X’ such that r’(xz,) = 1 and | z(x)| <lifxeK. This is proved 
by applying standard extension theorems for line.r functionals, using the Minkowski 
funetional of K. See Zaanen [5], p. 285, Th. 2, or Bourbaki [2], p. 102, Corollaire 2. 


Theorem 6. Suppose that X is complete and ihat A’ has a continuous inverse. Then 
N(A) = Y. Moreover, Y is necessarily complete. 

Proof. For each positive « let B, be the set of zin X such that || x || < «. We shall 
first prove that the set A (B,) contains a neighborhood of 0 in the space Y. This part of 
the argument does not require X to be complete. We observe that B, is balanced and 
convex; hence the same is true of A(B,) and A(B,). Suppose that, for sorne positive «, 
A(B,) does not 'contain a neighborhood of 0 in Y. Then there exists a sequence {y,} 
such that 9. —0 and „€ A(B,). Let d„ be the distance between A(B,) and y. If 


y€ A(B,), eonsider that the closed sphere 17 |IIy— || s - and (for a fixed n) 


the union $,„ of all such spheres corresponding to all choices of y,. Let V„ = S„. A simple 
argument using the convexity of A(B,), shows that $„, and therefore also V„, is convex. 
Likewise V„ is halanced. Since 0 € A(B,), 0 is a possible choice for y,, and therefore O0 is 
an interior point of V„. Let e, be the largest positive value of e such that ey, € V„. Then 
&% <A and &%. is on the boundary of V„. Let y’ be an element of Y’ such that 
Y(EnYn) = A and |y(y) | <A if yeV„. Such a y’ exists; see the paragraph preceding 
the statement of Theorem 5. In particular, since A(B,) < V„, |y (Az) | <1if || x ||< «, 
and therefore | y'’(Az) | < «x! if || x || < 1. The formula y’(Ax) = (A’y’) (x) then shows 
that || A’y’ || < @*. Since (A’)-! exists and is continuous, there is some m > 0 such 
that || (A’)t2’ || < m || x’ ||if ©’ & R(A’). If x’ = A’y’ we infer that || y’ || < m«-". Then 


1= Ya) < || Y || len || S mat ||da ||» or 19112 am. 


This eontradicts the fact that y, — 0. Consequently A(B,) contains a neighborhood of 0. 


It follows that there is some $# > 0 such that ye A(B,) if || y || = #- Choose « successively 
equal to 1,2-1,2-2,... and let A, Bi, Pa... denote corresponding values of ß. Pick 


yo € Y so that || y, || < ß,- Then y, € A(B,) for « = 1, and hence there exists an element 
y, = Az,, with || x, || < 1, such that || y. — yı || S fı- This implies y, — yı € A(B,) 
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with & = 2-1. By induction we obtain elements y, = Az,, with || x, || < 2°” "", such 
that || ya — Yı — '* "— Yı || < ßn and hence y — Yı — **"— Yn € A(B,) with « = 2. 
Now || Az || < || A ||« if ||x || < @. Thus ||y || < || A || « if ye A(B,). This shows 
that 9, >—0, and hence that 


on 
Y = & Yn» 
1 
7 © 
Since X is complete and 5 || x, || is convergent, the series X x, converges and defines an 
1 1 
element x, in X. Moreover, 
nn 
Az, = 3 Az = %- 
1 


This shows that every y for which || y || < ß, is in R(A); it follows by homogeneity 
that Y= RA). 

It remains to prove that Y is complete. Let Y be the completion of Y, so that Yis 
a complete space having Y as an everywhere dense subspace. Define Ax=AxrifxeX, 
and regard A as a member of [X, Y]. It is well known that we can identify (Y)’ with u 
hence we can identify A’ and (Ay. It follows that (A)' has a continuous inverse, and so, 
by what has already been proved, we know that R(A) — Y. But R(A) —= N(A), and 
so Y= Y. Thus Y is complete. 

Theorem 7. Suppose that X and Y are complete, and suppose (a) R(A) = Y and 
(b) A-! exists. Then A-! is continuous. 

This is a well-known theorem, and we omit the proof. See Banach [1], p. 41, Th. 5; 
Hille [4], p. 29, Corollary. 

Theorem 8. Suppose that X is complete and that A’ has a continuous inverse. Then 
R(A) = Y, and A-! is continuous if it exists. 

Proof. This is a combination of Theorems 6 and 7. 

Theorem 9. Suppose that R(A') = X’ and that A’ has an inverse. Then this inverse 
is continuous. 

This is an application of Theorem 7 with A’, Y’, X’ in place of A, X, Y. We recall 
that X’ and Y’ are complete even if X and Y are not. 

Theorem 10. Suppose that X is complete and that A has a continuous inverse. Then 
MR(A) is closed. 

Proof. Suppose %, € R(A) and %,. — y. We can write %, = Az, &n = A-!y.. Then 
the continuity of A-! enables us to infer that {x„} is a Cauchy sequence. Since X is 
complete, we have %„— x, where z€e X. Then . = Am — Az, and so y= Az. This 
shows that ye R(A), and so R(A) is closed. 

Theorem 11. /f A’ has a continuous inverse, R(A’) is closed. Consequently, under 
these conditions R(A') = X’ implies that RA) = X. 

Proof. This is a direct application of Theorem 10, because Y’ is complete. 


5. The state diagram for pairs (A, A’). 


In $ 2 we explained the concept of the state of a pair (A, A’). The theorems of $$ 3 
and 4 show that certain states never occur. For example, Theorem 1 assert that A is 
in one of the conditions 1, II if and only if A’ is in one of the conditions 1, 2. Thus, no 
state with A'’e3 and Aelor Il can occur, and no state with Ace Ill and A’ei or?2 
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can oceur. To exhibit these facts in a convenient way we construct what we shall call a 
“state diagram‘‘ as follows: Make a large square and divide it into 81 congruent small 
squares. Each small square can then be used to represent a conceivable state of (A, A’), 
by a scheme which is much like the assignment of reetangular coordinates to a point in 
the xy-plane. All states corresponding to a given condition for A, e. g. Il,, will be arranged 
in a column labelled II, at the bottom; and all states corresponding to a given condition 
for A’, e. g. IIl,, will be arranged in a given row labelled III, at the left. If the oceurrence 
of a particular state is ruled out by the statement of one of the theorems, this fact is 
indicated by putting the number of the theorem in the square. Thus, the square repre- 
senting the state (I,, 11,) will have the number 1 in it. We follow this poliey for each of 
the eleven theorems in $$ 3, 4. The result is the first state diagram reproduced herewith. 
Immediately following the diagram we place a list showing assumptions of completeness 
or reflexivity required for certain of the theorems. If a number does not appear in this 
list it means that the corresponding theorem is valid with no restrictions on X or Y. 


First State Diagram 
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3: X must be reflexive. 

5: Y must be complete. 

6, 8 and 10: X must be complete. 
7: X and Y must both be complete. 


For a quick visual perception of the effect of theorems which do not require X or Y 
to be complete, we make a second state diagram in which a square is crossed out by its 
diagonals if at least one of the numbers 1, 2,4, 9, 11 appears in the square in the first 
state diagram. This indicates that the state in question can never occur, regardless of 
13* 
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completenuss or reflexivity assumptions. Next, as regards the remaining squares, we 
place the letter X in one of these squares if one of the numbers 6, 8, 10 appears in that 
square in the first state diagram. This indicates that the state in question cannot oceur 
if X is complete: Likewise we place a Y in a square if the number 5 appears there in the 
first state diagram, thus indicating that the state cannot occur if Y is complete. Finally, 
we place X — Rin a square to indicate that the state cannot occur if X is reflexive. This 
will be when the number 3 appears in the square in the first state diagram. 


Second State Diagram 











III, x—R 
II, ir x—R 
I, X x|x 
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X: Can’t occur if X is complete. 
Y: Can’t occur if Y is complete. 
X—R: Can’t occur if X is reflexive. 


Many implications can be read from the state diagrams. For the present we mention 
the following: If A € 1,or A € Il, then A’ € I,, and conversely. In other words, R(A')= X’ 
and A' has a continuous inverse if and only if R(A) = Y and A has a continuous inverse. 
If X is complete this statement can be modified by writing R(A) = } in place of R(A)=Y. 
So we can say: A Banach space X and a normed linear space Y are linearly homeomorphic 
if and only if X’ and }’ are linearly homeomorphic. In this situation, of course, Y must 
necessarily also be a Banach space (i. e. complete). 


The question now arises as to whether a state can actually occur if the corresponding 
square has no number in it. More generally, we can inquire as to whether there exist any 
more theorems of the general sort represented in Theorems 1—11, which would have the 
effect of proving the non-occeurrence of a state not already shown by the diagram to be 
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impossible under the same hypotheses. At this juneture the only special hypotheses 
which we consider are those of completeness or reflexivity. The answer to this query is 
in the negative, as we show in the next section of the paper by the exhibition of examples 
demonstrating the realization of various states. 


An assumption that Y is reflexive has played no part in the Theorems 1—11. Indeed, 
the assumption that Y is reflexive does not imply the non-oceurrence of any states whose 
non-oceurrence is not already implied by assuming that Y is merely complete. This 
assertion is justified by the examples to be given in the next section. 


States which can occur 





X AND Y REFLEXIVE 





(I, 11), (III, I;) 
(I],, 11,), (IIl,, 11,) 
(I;, III), (II, III,), (II1,, II1,) 











di 














X REFLEXIVE, Y COMPLETE X COMPLETE, Y REFLEXIVE 
All the above states, All the above states, 
and no more. and also 


(II, II,), (III, II1,) 




















WA 


X AND Y COMPLETE 








All of the states listed 
for the case X complete 
and Y reflexive. 


n4 N 























X COMPLETE Y COMPLETE 

All of the above All of the above 

states, and also states, and also 

(I,, I1,), (I, II1,), (I,, I11,) (11,, In), (I, I11,) 
(11,, IIT,), (I1,, III,) 




















In order to exhibit celearly the complete listing of states which can oceur under 
certain conditions, we present the foregoing chart. The entries are found by examining 
the state diagram, and are fully justified by the examples in $ 6. 


No state occurs with X and Y both incomplete that does not also occur with at 
least one of the two spaces complete. 
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6. Examples of states. 


In this section examples of states will be given to justify the chart of Section 5. 


Most of our examples will be given by operators on the sequence spaces P, 1 < p<m, 
m — 1” and c,. It is well known that (l?)', the conjugate space of !”, is congruent to /”, 
1 


where - + .,=1 and 1<p< ©, whence the I? spaces, 1 <p < ©, are reflexive. 
It is also well known that (l!)’ is congruent to !” = m, that (c,)' is congruent to !! and that 
neither !! nor c, is reflexive. We shall identify (l»)’ with 77‘, (!’)’ with 1” and (c,)’ with I. 

We shall have need of the following facts concerning operators defined on the 
sequence spaces by infinite matrices. (We abbreviate the notation AE [X, X]to Ae [X].) 

(a) An infinite matrix (a,,;) defines an operator A € [!J if and only if the supremum 
of the !! norms of its column sequences is finite, and this supremum is || A ||. That is, 


IA I = sup 2 lau |. 

(b) If an infinite matrix and its transpose both define elements of [l!], then they 
both define elements of [I], 1 <p < ®. (Halberg [3], p- 55). 

(e) If an infinite matrix defines an operator A belonging to [1], [P], 1<p<x, 
or c, respectively, then its transpose matrix defines the operator A’ belonging to 
[m] = [1*], [1”] or [!!] respeetively. 

A particular set of vectors that will be used frequently is the set y,;, where 
yı = (1,0,0,...) 9 = (0, 1,0,...), ete. 


We shall reserve the symbol 4, to denote the zth member of this set. It is clear 


that the linear combinations of this set of vectors form a dense subset of the space IP, 
where 1<p<m. 

We shall first show that the state (I,, 1,), (Il,, I1,), (III,, II1,), (1,, I11,), (Il, 1,), 
(li,, I111,) and (I1l,, II,) are all possible with both X and Y reflexive. (Note that these 
form a set of states symmetric with respect to a diagonal in the state diagram.) 

In the exhibition of several of these states, we shall show that in addition to the 
state being possible when X and Y are I? spaces with 1 < p < ©, the state is also possible 
when one or each of the spaces is one of the spaces !' or !*. In such a case, it is clear that 
if we require that 1 < p < ©o, we have an example of the state with the spaces X and Y 
hoth reflexive. 

(1,, 1,): It is clear that if we let X be reflexive, Y= X and A be the identity 
operator, then (A, A’) has the state (I,, 1,). 

(11, 11,): Let X= Y=T and Ae[l] be the operator defined by the infinite 
matrix (a;,) where 

B: li—j|=1 
4; = 


0 otherwise 


ix=(&,&,...)e® and Ar=0, then 


0 us &,, 
Eon = — Einı2: n=1,2,3°*», 
Eon-ı = — Enın n=1,2,3,..., 


whence we see that &, = 0 for all n, since necessarily lim &,,,, = 0. Thus it is clear 


n- 


that A-! exists. However A-! is not continuous, as we now show by exhibiting a 
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sequence of vectors {x,} such that || x, || > oo and || Au, || =14, n=1,2,.... Let 
= (En En - - -) where &,on =0 fork=1,2,..., 
(Nr ifk<n, 
E(&k -1) ze 


0 otherwise. 
If Au = (Nm, Anz,  - -), we see that 


. f-N"rifm=2n, 
Nam 0 otherwise. 


Thus || x, || = Vn and || Az. || = 1, and we can conclude that A € 2. The range of A 
is not all of 2, for it can be shown that y„ € R(A) if n is even, but y, € R(A) if n is odd. 
For example y, © R(A), since if it were there would exist an x = (£,, &,, . . .) € ? for which 
Ax = Y,, whence we would conclude that 


ih 

0 — & + &, 

0 = Er + Ey (k+1) 
and thus |&,, | = 1 for all k, contradieting our assumption that x€ ?. The range of A 
is dense in l? however. From what has been said above it is sufficient to show that all 


of the %,, k odd, are limit points of R(A). To do this we consider %s,;_.. If we define 
el by z,= (9,1 Pay...) where 


—ırlı — 2.) if k=2(l+m),m= 0,1,2,3,...,?” 
Onk us \ an | 

0 otherwise 
we see that || Az, — %s,., || = 2°", whence 


lim Az, = y,-ı- 
This fact combined with our earlier result leads us to the conclusion that A € IIl,, which 
together with the fact that (l?)’ = !? and that A is defined by a symmetric matrix implies 
that (A, A’) has the state (II,, II,). 
(III, IIl,): Lt X = Y=b,1<sp< co, and Ae[lr] be defined by the infinite 
matrix (a;;) where 


au={, fı=jz2 
”"_\0 otherwise. 
It is elear that AeE3, since if zele and x = (E£,0,0,...), where & +0, then x is an 
eigenvector of A. It is also clear that AeIIl, for if ye R(A), then y is of the form 
y= (0, ng, 23, - - .)-. Inspection of the state diagram shows that since AeIlIl,, A’ 
necessarily belongs to IIl;. 

(1, II): Lt X = Y=b1<s<p< oo, and let A € [Ir] be defined by the infinite 


matrix (a;,;), where 
uns 1fj—ı=i 
#7 \0 otherwise. 


If x = (£,0,0,0,...),& #0, we see that x is an eigenvector of A, whence Ac&3. 
Given any 2 = (&,&,,...)E I it is clear that , = (0, &, &,...)ElP and Au = x, 
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from which we conclude that A € I. Inspection of the state diagram shows us that A’ is 
necessarily an element of I1II,. 

(III,,1,): It is elear from the foregoing remarks that if we lt X = Y =, 
1<p< x,and Be [l”] be the operator defined by the transpose of the matrix defining 
the operator A of the preceding example, then B’e I, and Belll,. 

(11,,111,): Lt X = Y=b1<s<sp<w, and let Ace[l?] be defined by the 
infinite matrix (a,,;), where 


ey a, SE 
a, = ja fjz2andı—j 2 —1, 


0 otherwise. 
If x is any vector of the form x = (£,,0,0,...), & #0, then x is an eigenvector of A, 
and A € 3. It is easy to see that R(A) is dense in X, as we now demonstrate by showing 
that all y„ belong to the range of A. To this end let x. = (Em, Ems, - - -) € I? be defined by 
2r-A1fk=mH+i, 
Em = 1I— 2"tifk=m+2, 
0 otherwise. 
By inspection we see that Az, = y,„.- But the range of A is not all of !r, since 
Yy= (m 92 +.) € I? defined by 


_ joe U n=2k 


0 otherwise, 


Yn 


does not belong to R(A). For, assume y € R(A); then there exists an x = (E&,,&,...)el» 


for which Ar = y, whence 


1 . 
N2k-1 zus 0 ai )2k-2 (£; + &, + DR + Eu) 


and 
1 1 
Nox = Ik-1 . 92-1 ++ +brt bar) 
which implies that &,.,, = 2* for all k, contradieting our assumption that ze Ir, 
1<p< ©. From these facts we conclude that A € Il,, and inspection of the state 
diagram shows that (A, A’) must be in the state (II,, IIl,). 

(III, I1,): Lt X = Y=b,1<p< ©, and let Be [I] be the operator defined 
by the transpose of the matrix defining the operator A of the example (II,, III,). The 
reflexivity of l? and the results of the last example together with an inspection of the 
state diagram force us to conclude that (B, B') is in the state (III,, II,). 

We have now given examples of all seven of the states possible with X and Y 
reflexive. These obviously also give us examples of the situation where X is reflexive 
and Y is complete. That no new states are possible under this weakened hypothesis on Y 
is evident from a study of the state diagram. The examples just given also afford us 
illustrations of these states with X complete and Y reflexive. Under these hypotheses, 
however, two new states are possible, namely the states (II,, III,) and (III,, III,), as 
we now demonstrate. 

(II,, III,): Lt X =1!,Y=b and Ace[l,’], 1< p<oo, where A is defined 
by the infinite matrix (a,,), 


fi=j, 


1/77 — 21-1 \ 
0 otherwise. 
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It is evident that AeElII since A!<M!=+Ir, but clearly all vectors y„ belong to the 
range of A, whence R(A) = IP. It is obvious that A does not belong to 3. To see that 
A € 2 we need only consider the sequence {Ay„}, for it is clear that || ym || = 1 for all m 
and that lim || Ay. || = 0. It is not diffieult to show that A’ € [1”,1”] (A’ is of course 


defined by the same matrix as A) maps 1” into !!, for if z=(&,&,...) and 
sup | &; | 

AzZ=Y= (N Ns. .), then |». | S cn . Therefore A’l? +1” for any p. The 

argument to show that A’e€ 2 is the same as that employed to show that Ace 2. Thus, 

since 1 <p< ©, we see that (A, A’) has the state (Il,, III,), with X complete but 

not reflexive and with Y reflexive. 


(I1l,, IIl,): Lt X = 14, Y=Ilr and Ace [l!, lv] be defined by the infinite matrix 


(a;,), where 
[ EP is 
—Mi=j+l, 


4;; au Zi 
0 otherwise. 


Since the range of A clearly contains only vectors of the form x = (0, &,, &,...), A& Ill. 
It is obvious that A € 3, and an argument identical to that used for the preceding example 
shows that A€2. The operator A’e [l?,1”] is defined by the transpose of the matrix 
defining A. We see immediately that A’€3, for if x = (&,,0,0,0,...), & #0, then 
A'xz = 0. It is easy to see that A’l” <!, from which it follows that A’? < I! for each p 
and therefore A’lI? #1”. Thus if we require that 1 < p < oo we have shown that (A, A‘) 
has the state (IIl,, Ill,) with X complete and Y reflexive. 

The nine examples of states given so far certainly serve as examples of these states 
where X and Y are complete. However, it is easy to show that all nine of these states 
are possible with both X and Y complete but neither of them reflexive. For the states 
(1,5, 1,), (III, 13), (Az, IIL,), (Al,, IIL,), (III, I11,), (II,, I11,) and (IIl,, Ill,), the examp- 
les already given work equally well if we let X = Y = I! in which case neither space 
is reflexive. The arguments all carry through as before except that in the case of the 
example for (Il,, III,) it is necessary to show that Al! +!!. This is evident, however, 
since the vector y = (1,4, 4, 4,...) can easily be shown not to belong to R(A). For 
an example of the state (Il,, IIl,) where X and Y are both complete, but not reflexive, 
consider the operator € € [c,] defined by the infinite matrix (c;,), where 


—1 if ji—j|=14, 
ey 3 imj, 
0 otherwise. 
The operator €’ € [1?] is, of course, defined by the same matrix as €. It is easy to 
see that C’x = 0 implies x = 0, whence C’ € 3. It is not diffieult to show that 


le(z#)|-» 


whence it follows immediately that C’ € 2. The range of C’ is dense in !!, for consider the 
sequence {z,} defined as follows: 


2, = (Eu Enz Ins .. .); 
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where 


m 
2 
Buazmint+i fr l<m<n+1, 


0 otherwise. 


One can then show that 
=: 
f U = 
Ba een 
Thus it follows that either C’e I, or C’eIl,. But since the transpose of the matrix 
defining C’ clearly defines an element of [l”], inspection of the state diagram shows that 
C' € 1,. Since C’ € Il,, we see by consulting the state diagram again that C must belong 
to Il,. Since both c, and !! are complete, but not reflexive, we thus have an example of 
(I1,, I1,) with the required conditions on X and Y. 
For an example of the state (IIl,, II,) where X and Y are both complete, but 
neither is reflexive, consider the matrix (a;,), where 


a, =} 1 fi>Aandi—j<si, 


| 0 otherwise. 


It is easy to see that this matrix defines an operator A belonging to [c,]. It has been shown 
earlier that the transpose of this matrix defines an element of [l!] which belongs to I1,. 
Thus A’ € Il,, and inspection of the state diagram reveals that A is necessarily a member 
of IIl,. 

If we relax the hypotheses and merely require that X be complete, we can give 
examples of 3 new states in addition to the 9 states already listed. These additional states 
are (I,, I1,), (I,, IIl,) and (I,, III,). 

We shall obtain examples of these states by a procedure which modifies examples 
of states that have already been given. The procedure to be followed will now be outlined. 

Suppose Ae[X, Y] and R(A)=Z=#+Y. If we define Be[X,Z] by Br = Ar 
when ze X, then Bel while Aell or AelIl. Clearly A-! and B-! exist or fail to 
exist together, and if they both exist, they are either both continuous or both disconti- 
nuous. Thus 3 belongs to 1, 2 or 3 according as A belongs to 1, 2 or 3. If in addition 
NR(A) = Y and Y is complete, we can identify Z’ and Y’ and we can also identify 3’ 
and A’, so they both have the same classification in the 9-fold system. Thus a state 
(II,,—) for (A, A’), i=1,2,3, corresponds to a state (l,, —) for (B, B’) (the same 
symbol in place of — in both cases). 

Using this procedure we easily obtain examples of the states (I,, II,), (I,, III,) and 
(l,, III,) from the previously given examples of the states (II,, Il,), (Il,, III,) and 
(Il,, IIl,), respectively. 

H we require only that Y be complete, in addition to the 9 states possible when 
X and Y are both complete, 4 new states are possible. We now give examples of these 
states. 

(I1,, 1,): Let Y be a complete space and let X be a proper but dense subspace of Y. 
Let A be the identity mapping of X onto X. Then AeIl, and A’eI,, for A’ is the 
identity mapping of Y' onto X =". 


(I1,, III): Let X be the space //, the set of terminating sequences under the usual 
norm for the space /?, and let Y=Ir,1 s p < . Let A be the operator defined by the 
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infinite matrix (a,,), where 
a Iifi=j—l, 
"10 otherwise. 
It is clear that A -! doesn't exist, since Ay, = 0. We easily see that R(A) =: X, whence 
R(A) = Y, since it is obvious that X is dense in Y. Thus A € Il,. Since A is continuous 
it has an extension Ae [I], and A’= A’ is defined by the transpose of the matrix 
defining A. We know from previous examples that A’ e IIl.. 

(II,, III,): Let X be the subspace of c, consisting of those elements of c, which are 
terminating sequences, and let Y = c,. The space X is not complete, but it is dense in Y. 
Consider the operator A€E [X, Y], defined by the infinite matrix (a,;;), where 

| IHi=j, 

4, = —21if i=j—Ä, 

| 0 otherwise. 

Hz (E,8u.:) and AA=y= (m, 90 - - -), tem 
nn. Er — 2Eu41; k = L. 2, u. 

whence Ax = 0 implies that 
DS 
=. 
The null vector is the only element of X for which this can be true, thus A -! exists. Con- 
sidering the equations 


En+ı &- 


1: = &ı — 2415 
we see that if ye R(A) and £, is known, then 
& = R. &— nn De un . ee 5 Nx-ı- 
Since x € X there exists an integer N, such that forn > N, &, = 0. But this implies that 
for sufficiently large n, 
& = mt+2m + 2n ++ 2m 


If &, = O0 and £, = 0 when n > N, then we know that n7, = £, and „, = O0 whenn> N 
Hence 


& = nmt2n+ 2° +... 4+2° mx 
& = n»t+219%+''+2°"n, 


6, = NN 
and &.=0ifn>N. 
This defines the inverse mapping A -!, which clearly has X for its domain, whence 
A is a 1-1 map of X onto all of X. Note that 
1A 11-2, 
and therefore A-! is not continuous. Thus, considered as an element of [X, Y]J, Ae& Il,, 
and considered as an element of [X, X], A e 1,. 
Now X’ = Y'’=l and A’ is defined by the infinite matrix (a/,), where 
[ Idı=j, 
Tr fi=j+ti, 
0 otherwise. 


14* 
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Thus if 2 = (&,&,.:. )EX,Az=y= (1, N...) means that 


71 = &, 
a 28, + Erz 


for k 21. From these equations we immediately see that Ar = 0 implies x = 0. We 
also see, by the use of induetion, that 


1 1 1 
mtzmt tz Mm zn: 


Since lim &, = 0, it follows that a necessary condition for ye R(A') is that 


n>® 


” % 
= Ye-ı Ik 0. 


The set of vectors satisfying this condition form a closed proper subspace of !!. Thus 


R(A) +1, and A’e III. Inspection of the state diagram shows that A’ must belong 
either to III, or IIl,. We shall see that A’e IIl,. This is made clear by the fact that 


| A’z || = Al+zr|—2ı4+&n]l228|4|—L |&;|2 || «||, 
k=1 k=1 k=1 


which implies that (A’)-! exists and is bounded. 

We can thus conclude that state of (A, A’) is (II,, III,) if we consider A as an 
element of [X, Y], and that the state of (A, A’) is (I,, III,) if we consider A as an element 
of [X, X]. 

Alternative examples of the two states just given are afforded by letting X =], 
Y = Il! and A be the operator defined by the infinite matrix (a;,), where 


Liti=jl, 


“= it, 
0 otherwise. 


In this case (A, A’) has the state (II,, III,) or (I,, IIll,) according as A is considered as 
an element of [X, Y] or [X, X]. 

We note that in the two examples given for the state (I,, III,), neither space is 
complete. We now give an example of this state where Y is complete and X is not. 

Let Y be any Banach space of infinite dimension and let / be a Hamel basis of Y, 
with all elements he H such that | h | < 1. Then necessarily 7 is an infinite set. To 
each y€ Y corresponds a unique finite set h,...,A„€ H and unique scalars &,,- . -, & 
such that y= ah, + "+ “Mn. Now let us define 


Ny)=2 | K |- 
i=1 


Then N is a norm, and with N as a norm Y becomes a normed linear space, call it X. 
Define A on X to Y by Ay = y (the identity mapping). Then 


IA l= IIyli=szi«l la lszIul= NW, 
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and so A is continuous (i.e. Ae[X, Y]). Clearly R(A) = Y. Also A-! exists, but A-! 
is not continuous. For, continuity of A-! would imply the existence of a constant ( 
such that 

Ny=clly||, 
and then the inequalities 


I»IIsNw=<cj/y| 


together with the completeness of Y, would imply the completeness of X. But X is not 
complete, as we now show. 
Select some countable set of h’s and call them g,, 8, - - .. Let 


1 1 1 
Ya = 8ı + gatysr a na En 
Ef m<n, 
2 
N (y —- Ym) 2 P2 ke >0 
k=m+1 

as m, n become infinite. Thus {y„} is a Cauchy sequence in X. But it has no limit in X, 
for suppose N (y„n — y) — 0, where y = a,hı + "+ a,h,. Perhaps some of the A,,..., h, 
coincide with some of the g,, . - -, &n, - - -, but certainly there exists an N such that g„ is 
distinet from h,...,A,ifn > N. Then from the definition of N (yn — y) we have 


1 Pe i 
ah ne Di re) 1 


Thus we see that 


‚ 1 i 
Nyan—Yy2 (+8 fin>N, 


and N (4. — y) does not approach O0 as n becomes infinite. Hence X is not complete. 
We now know that AeI,; since Y is complete and X is not, the second state 
diagram shows that A’e III,. 
The examples of the 16 possible states given in this section complete the justification 
of the entries in the state diagram given in $5. 


7. The speetrum of an operator and its conjugate. 


In this section we assume that X is a Banach space and that A is a continuous linear 
operator mapping X into itself. A scalar A is said to be in the resolvent set of A if the state 
of A— A is I,. Otherwise A is said to be in the spectrum of A. The resolvent set is denoted 
by o(A) and the spectrum by 0o(A). The customary subdivision of the spectrum is as 
follows: 

Point spectrum: ) such that the state of A— A is 1,, Il, or III,. 


Continuous spectrum: A such that the state of A — A is 11,. 
Residual spectrum: ) such that the state of A— A is III, or III,. 


The point, continuous, and residual spectra of A are denoted by Po(A), Co(A) and 
Ro(A), respectively. 

These definitions can be applied to A’. Now (A — A)’ = A — A’, and so the second 
state diagram can be used to draw inferences about the point sets o(A), o(A), Po(A), 
Co(A) and Ro(A) in relation to the corresponding sets for A’. We state some of these 
inferences formally as theorems. 








Taylor and Halberg, A bounded linear operator and its conjugale. 


Theorem 12. o(A) = o(A'), or equivalently, o(A) = o(A'). 

This results from the observation that the state of A is I, if and only if the state 
of A’ is 1.. 

Theorem 13. Po(A) < Po(A'):., Ro(A'). 


Proof. IE A& Po(A) the state of A— A is either I,, Il; or IIl,. The state diagram 
then shows that the state of A— A’ is either III,, III, or IIl,. Hence A is either in 


Ro(A') or Po(A'). 


In a similar way we can demonstrate the following theorems: 
Theorem 14. Po(A')< Po(A) v Ro(A). 

Theorem 15. Co(4) < Co(A') v Ro(A'). 

Theorem 16. Co(A')< Co(A). 

Theorem 17. Co(A) = Co(A') if X is reflexive. 

Theorem 18. Ro(A) <. Po(A'). 

Theorem 19. Ro(A')< Po(A) v Co(A). 

Theorem 20. Ro(A') < Po(A) if X is reflexive. 


Actually, these theorems do not furnish information as precise as that furnished 
by consulting the state diagram, for in these theorems we ignore the finer classifications 
of Po(A) and Ro(A) into the points corresponding to states I,, Il,, III, and III,, III, 
respectively. 


8. Operators in Hilbert space. 


If X is a Hilbert space and A is a continuous linear operator mapping X into itself, 
it is customary to consider the adjoint A* instead of the conjugate A’. The link between 
A* and A’ may be provided as follows: There exists an operator E which maps X onto 
all of X’, and has the properties 


E(yı + %,) = Eyı + Ey;, 
E(ay) = «Ey, 
IZy||= ||y ||. 


This operator is defined by Ey = y', where yeX, y'eX’, and y’(x) = (z, y), (x, y) 
being the inner product in X. The operator E has an inverse, and 


(8. 1) A* = E-1A’E. 


Using this formula it is easy to show that A* and A’ have the same state. Hence, A* may 
be put in place of A’ in using the state diagram. We can speak of the state of the pair 
(A, A*) instead of that of (A, A’). In discussing the spectrum of A and A*, however, it 
‚is necessary to remember that (A — A)* = A — A*. 

For normal operators the discussion of states is greatly simplified. We recall that A 
is said to be normal if AA* = A*A. 


Theorem 21. /f X is a Hilbert space and A is normal, then R(A) = R(A*), as a 
consequence, there are just three possible states for A, namely 1,, Il,, IIl,. Moreover, A* is 
in the same state as A. 
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Proof. 1f $< X we denote by S+ the set of all elements of X orthogonal to $. It is 
then an easy matter to prove that 

(8. 2) R(A) = N(A*). 
This holds for any A, whether normal or not. We can deduce this from (3. 3), using (8. 1), 


or give a direct proof. The ideas are the same in either case. Next we prove that 


(3. 3) N(A*) = N(AA*). 


It is evident that N(A*) < N(AA*). On the other hand, N(AA*) < N(A*); for if AA* x —0 
we have (A*x, A*x) = (AA*z,x) = (0, and so A*xz—=0. From (8.2) and (8.3) we 
infer that 

(8. 4) R(A) = R(AA*). 


Now we use the assumption that A is normal. Applying (8. 4) to A* and recalling that 
A** — A, we have 


R(A*) = R(A*A) = R(AA*) = RA). 


It now follows that if one the operators A, A* is in a III-state, so is the other. 
But, of the seven possible states for (A, A*), as shown on the state diagram, the only 
ones which meet this requirement concerning IIl-states are (I,, I,), (II, II,), and 
(III,, III,). This proves the theorem. 

Since A— A is normal if A is normal, Theorem 21 implies that the residual spectrum 
oi a normal operator is empty, and that A is in the point spectrum of A if and only if the 
range of A— A is not everywhere dense in X. 
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Lösung eines Problems von Ch. Hopkins. 


Von Hans-Jürgen Hoehnke in Halle (S.). 


In einer Arbeit von Ch. Hopkins!) ?2) über Ringe mit Minimalbedingung für Links- 
ideale®) wird behauptet, daß der durch ein ausgezeichnetes Idempotent e zerstörte Teil *) 
eines MLI Rings o für o < 3 von der speziellen Wahl von e nicht abhängt, wo o der 
Nilpotenzexponent des Radikals von o ist; und es wird als eine offene Frage angesehen, 
ob das auch noch für o > 3 zutrifft. Wir werden diese Frage in der vorliegenden Arbeit ver- 
neinend beantworten und im Abschnitt 1 mit einem Gegenbeispiel zeigen, daß das frag- 
liche Hopkinssche Theorem selbst für o = 3 schon falsch ist. In den Abschnitten 2 und 3 
betrachten wir die allgemeine Gestalt der ausgezeichneten Idempotente und der durch 
sie zerstörten Teile eines MLI Rings im Licht einer Arbeit von J. Dieudonne 5), die als 
Fortführung der Hopkinsschen Untersuchungen anzusehen ist. Wir knüpfen unmittelbar 
an die genannte Arbeit von Dieudonne an, verwenden dessen Terminologie und vermeiden 
Wiederholungen. Die letzten drei Abschnitte enthalten Bemerkungen zum Konstruktions- 
problem hyperkomplexer Systeme und Spezialisierungen. 


1. Ein Idempotent e eines Rings vo heißt ausgezeichnet oder Hauptidempotent, 
wenn kein Idempotent u € o mit eu = ue = 0 existiert. Betrachtet man die Zerlegungen 
o=ove+lundo= eo +r bezüglich eines Idempotents e, wobei I (rt) der Links (Rechts)- 
annihilator von ein vo ist, so lassen sich die Hauptidempotente eines MLI Rings wie folgt 
charakterisieren: 


Lemma. Wenn der durch ein Idempotent e zerstörte Teil | nr ein Nüring ist, so ist e 
ausgezeichnet. Wenn e ausgezeichnet ist, so sind | und v im Radikal T von v enthalten, falls v 
ein MLI Ring ist®). 

Hopkins hat behauptet”), daß der von einem Hauptidempotent e zerstörte Teil 
von der speziellen Wahl eines solchen e unabhängig ist, falls der Exponent®) o von T den 
Wert 3 nicht übersteigt. Weiter heißt es dort: „Ob die Behauptung für 0 >3 gilt, 
ist noch eine offene Frage“). Indessen ist das Hopkinssche Theorem!®) schon falsch 


!) Literaturverzeichnis am Schluß unserer Arbeit. 

2) Lit. [5], Theorem 4. 3, p. 722. 

») Einen Ring mit Minimalbedingung für Rechts (Links)-Ideale bezeichnen wir wie Hopkins als MR] 
(MLI)-Ring und einen Ring, der zugleich MRI und MLI Ring ist, als MRLI Ring. 

#4) Das ist der Durchschnitt des Rechts- und Linksannihilators von e in o; vgl. [2], S. 9. 

5) Lit. [3], zitiert als D. 

6) Lit. [5], Theorem 4.2, p. 721. 

?) Lit. [5]. 

#) Das ist die kleinste natürliche Zahl o mit Te = 0. 

9) Lit. [ö], p. 722. 


10) Lit. [5], Theorem 4.3, p. 722. Desgleichen ist auch das Theorem 7.2, p. 729 nur für o < 2 richtig. 
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für oe = 3, wie folgendes Beispiel eines (assoziativen) hyperkomplexen Systems o mit der 
Basis 65, daı (i, 7, k,1= 1,2), e,, e, über einem Körper P, und mit der Produkttafel zeigt. 








Cıı C12 Czı (22 dıı dia d;, d,, eı e 
Ce Cıı C12 0 0 dıı di, 0 0 0 0 
Cha 0 0 Cu Ca 0 0 dıı dis 0 0 
Ca Caı Cas 0 0 daı das 0 0 0 0 
Cas 0 0 Caı Co 0 0 daı das 0 0 
dıı 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
dia 0 0 0 0 0 0 0 0 0 dıı 
d,, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
das 0 0 0 0 0 0 0 0 0 daı 
e 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
&s 0 0 0 0 0 0 0 0 0 eı 














Das Radikal T = X Pd;, + 0, (0, = Pe, + Pe,) ist vom Exponenten 3. Alle Elemente der 
i,k 

Form e = c,ı + C3g + Fa;rdir (az € P) sind Hauptidempotente, denn e ist ein Idem- 

potent, und für ein Element des durch e zerstörten Teils [nr erhält man 


z— er — ıxe + exe = — AygWgdıı — AggWwedy, +EET, 


wenn x ein beliebiges Element von o darstellt, mit der o,-Komponente & = w,e, + Wy&, 
(w,, w; e P). Gleichzeitig erkennt man, wie Irnr von e abhängt: Dann und nur dann ist 
I[nr= 0, wenn e die Form e = C,ı + Ca + Ayıdıı + Agıda, besitzt. 


2. Wir gehen jetzt zum allgemeinen Fall über und untersuchen die Gestalt des durch 
ein Hauptidempotent zerstörten Teils eines MRLI Rings o. Dazu denken wir uns o nach 
Dieudonne (D. $ 3) in die direkte Summe zweier zweiseitiger Ideale B und € von o zerlegt, 
o=%8-+ €, wobei B halbeinfach ist (D. n’ 11). Wenn e ein Hauptidempotent von o ist 
und € überhaupt ein Idempotent enthält, so ist die E (®)-Komponente von e ein Haupt- 
idempotent von & (®, und damit gleich der Eins von B) und umgekehrt. Der durch die 
®-Eins zerstörte Teil von ® ist Null; wir dürfen uns daher auf den Fall® = 0 beschränken 
und eine zweiseitige Dieudonn®sche Zerlegung ersten Grades von o verwenden (D. n’ 18), 


(1) o=B+ 5, 
wo 
(2) B-EHR(L- LEE, R-EN) 
i=1 j-1 


ein halbeinfacher Teilring, der Hauptteil ersten Grades und 


2 S-d+a+n +0 (= 2 Lima 2a -26) 

(a1j-1 i=1 j=1 
ein zweiseitiges Ideal, der Restteil ersten Grades von o ist. Diese direkte Zerlegung von o 
besteht ihrer Herleitung nach nur, wenn sowohl der Rechtssockel!!) wie der Linkssockel 
von vo regulär!?) ist. Wenn der Linkssockel von o regulär (2 + 0), der Rechtssockel aber 


nilpotent (R = 0) ist, so wollen wir unter (1) bis (3) eine linksseitige Zerlegung ersten 


11) Der Rechtssockel eines Rings o mit minimalen Rechtsidealen ist die Summe aller minimalen Rechts- 
ideale, vgl. Lit. [4]. Analog wird der Linkssockel definiert. 
12) Nach G. Köthe [6] heißt ein Ideal regulär, wenn es nicht aus lauter nilpotenten Eiementen besteht. 
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Grades von o verstehen (D. $ 2), wobei ®, = & und ©, der Linksannihilator der Eins e' 
von & in o ist. ©, ist ein zweiseitiges Ideal von vo; denn für ze ©, und ue o hat man 
(zu)e' = x(ue') und ue'e 2, da 2 ein Linksideal von vo ist, folglich e’ue’ = ue’ und 
x(ue') = x(e’ue’) = (xe') (ue') = 0, woraus sich zue€ ©, ergibt. Da ae = 0 ist, ist 
a<&,") (D.n’7). o, sei der Rechtsannihilator von e’ in ©,. Dann ist &, =a+0.. 
Denn es ist a= e’a<e'&,, andererseits ist &,<6&S,<® und Se =, d.h. 
e &,<a,da.a der Linksannihilator von e’ in ist. In diesem Fall haben wir also einfach 
b=0, a =a, b’=0 zu setzen. Eine analoge Bezeichnungsweise sei vereinbart, wenn 
2—0,R +0 ist. Den Fall 8 = R = 0 (wo die Dieudonneschen Hilfsmittel der Zer- 
legungen höheren Grades nur Aussagen für gewisse Restklassenringe liefern) lassen wir 
außer Betracht. Dann können wir die Dieudonnesche Produkttafel (D. n’ 18) durchweg 
benutzen, die sich für eine linksseitige Zerlegung ersten Grades von vo nach folgendem 
Schema reduziert: 
































L a D| 
L L a 0 
0 0 <a 
0, 0 0 <0 
Zum allgemeinen Fall übergehend sei 
6 
(4) 2977 (TEL, LER, TzEd, x,ca,2,€b’, x, € 01) 
i-1 


6 6 
irgendein Element von vo und y = $ y; ein zweites Element. Setzt man zy = z = 5% 2z,, 
j k=1 


ji=1 
so ist nach der Dieudonnöschen Produkttafel 


(5) 2, = IıYı, 22 = IaYoı 23 = IgYa + IıYa + FaYo, 24 = IıYa + FıYo 
25 = Is Ya + 7eY5, 26 = TeYe- 


3. Bezeichnet man die Einzelemente von & bzw. NR mit e’ bzw. e’’, so ist 


[e te" (8 +0, R +0) 
(6) e= le (2 +0, R=0) 
e" LEOR+0) 


die Eins von ®,. Ferner ist e’ Linkseins von @ + d-+ a’unde” Rechtseins von® +d-+ b'. 
Daher ist a’ + o, (b’ + o,) der Links (Rechts)-annihilator von e in vo, und in jedem Fall 
ist o, der durch e zerstörte Teil von o. Nach einem bekannten Theorem*) ist mit vo zu- 
gleich auch v, ein MRLI Ring"). Folglich!®) ist o, entweder nilpotent, und e ist selbst 
ausgezeichnet oder vo, enthält ein Hauptidempotent e, von o,, und dann iste=e-+ & 
ein Hauptidempotent von vo; denn aus ze = 0 für irgendein x e o folgt mit ee, = ge = (0, 
daß ze = ze, = 0, und aus ex = (), daß auch ex = e,r = 0 ist. Somit gehört x zu o,, 
da o, der durch e zerstörte Teil von o ist; und weil x in dem durch e, zerstörten Teil von o, 
liegt, kann x kein Idempotent sein. Demnach ist e in o ausgezeichnet. 


13) Das Enthalten-Zeichen < schließt Gleichheit nicht aus. 
14) Vgl. [5], 4. (a), p. 721. 

15) Dies erwähnt Dieudonne [3] nicht. 

16) Nach [5], Theorem 4.1, p. 721. 
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Für ein beliebiges Hauptidempotent e machen wir den Ansatz 
(7) e — e(” + e‘’ + e'? (e'” € P,, e‘!) €0,, e‘? ed+a-+b’< T). 
Die Idempotenz von e ergibt nach (5) die Bedingungen 
(e’)? = e) (i=0,1). 
Bekanntlich unterscheiden sich zwei Hauptidempotente aus o nur um ein additives 
Element des Radikals T von o!?). Wir haben also 


e‘”) + e!) + e'? =$ + e, +1 (t € T), 
worin & = 0 zu setzen 'st, wenn o, nilpotent ist. Da B,o0, = 0,Bı = 0 ist, folgt aus 
(ee) + (1 —e"))=e9 _—1;, 
daß für i=1,2,... 
(ee + (a ei = (ed 1) 
gilt, und daraus wegen € — te T und (e—e"W =&e—e”, daß e” = e sein muß. 
6 
Zerlegt man nun e gemäß e = 5 e,, so bleiben für die Idempotenz von e nach (5) noch die 
(=1 
Bedingungen 
egea + ee + Est; = &5, 
e1ea + este = &u, 
6% + &6; = & 
mit e, + ez = e. Gemäß (6) wird demnach mit den Abkürzungen r = e,s= e, 
(8) e=e—rss+r+s+te), re!=e)s =, 
und ein Element des durch e zerstörten Teils von o läßt sich in der Form 
() z—ex— xe+ exe = rXg8 — rl — ze!) — (u — el )z)s+E 
=ris—rE —Es+E£ 


6 
')xge''’ darstellen, wo x = X x; ein beliebiges Element 


i-1 
aus o ist und die vier Bestandteile der ersten Darstellung rechts beziehentlich den 


Ringen d, a’, b’, vo, angehören. Hieraus ersieht man in Verbindung mit Lemma 1 und 
röes—r&— £EseT, daß & im Radikal T von o liegt, wenn e ausgezeichnet ist. Daher ist 
e'’ ein Hauptidempotent von o,, wenn e'’ #0 ist. Wenn e' = 0, so ist &= x,, also 
0,<T, o, nilpotent. Umgekehrt erkennt man leicht, daß ein Element e «€ o der Form (8) 
ein Hauptidempotent von o ist, wenn r bzw. s irgendein Element aus a’ bzw. b’ und 
e — 0 ist, falls o, nilpotent ist, oder e'’ ein Hauptidempotent von v, mit re! =e)s—0, 
falls o, nicht nilpotent ist. Denn bekanntlich'®) ist T no, das Radikal von o,, da vo, der 
durch e zerstörte Teil von o ist. 


mtE= 1, — (2, — ae” +e 


Falls o, ebenfalls die Forderungen erfüllt, die wir bisher an o gestellt haben, so kann 
man für e''’ eine analoge Aufspaltung wie für e angeben, wobei evtl. noch die Eins eines 
halbeinfachen zweiseitigen Ideals B“’ von o, (D. n” 11) hinzutritt, usw. Wir fassen unsere 
Resultate wie folgt zusammen: 


Satz. Wenn v ein nicht-nilpotenteer MRLI Ring mit B = 0 (siehe oben) und regulärem 
Rechts- oder Linkssockel ist, so erhält man genau alle Hauptidempotente von vo in der Form 
e=e—rs+r+s-+ e", wo e die Eins eines halbeinfachen Systems ®, ist und € = 0, 


17) Vgl. [5], p. 722. 
18) Vgl. [1], Satz 3, S. 13. 
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Grades von o verstehen (D. $ 2), wobei ®, = X und ©, der Linksannihilator der Eins e’ 
von & in o ist. ©, ist ein zweiseitiges Ideal von vo; denn für ze ©, und ue o hat man 
(zu)e' = x(ue') und ue'e 2, da 2 ein Linksideal von o ist, folglich e’ue’ = ue’ und 
z(ue') = x(e'ue') = (xe’) (ue') = 0, woraus sich zue ©, ergibt. Da ae = (0 ist, ist 
a<&,") (D.n°7). vo, sei der Rechtsannihilator von e’ in ©,. Dann ist &, =a+0,. 
Denn es ist a=ea<e&,, andererseits ist °&,<®&,<® und e Se =, d.h. 
e &,<.a,da.a der Linksannihilator von e’ in © ist. In diesem Fall haben wir also einfach 
d=0, a’ =a, b’=0 zu setzen. Eine analoge Bezeichnungsweise sei vereinbart, wenn 
2—0,R +0 ist. Den Fall 2 = R = 0 (wo die Dieudonneschen Hilfsmittel der Zer- 
legungen höheren Grades nur Aussagen für gewisse Restklassenringe liefern) lassen wir 
außer Betracht. Dann können wir die Dieudonnesche Produkttafel (D. n° 18) durchweg 
benutzen, die sich für eine linksseitige Zerlegung ersten Grades von vo nach folgendem 
Schema reduziert: 
































RU a D 
L L a 0 
0 0 <a 
D] 0 0 <0] 
Zum allgemeinen Fall übergehend sei 
6 
(4) ı=23% (HELL, MZER,xzEd, x,ea',2,€Eb’, x, € D,) 
i-1 


® 6 
irgendein Element von vo und y = $& y; ein zweites Element. Setzt man @y = 2 = $%2z,, 
j-1l k=1 


J 
so ist nach der Dieudonnöschen Produkttafel 
(5) 2, = I1Yıy 29 = IgYa, 23 = IgYa + KıYa + FaYo, 24 = IıYa + LıYyo 
25 = I5Ya + 7oY5, 26  TeYs- 
3. Bezeichnet man die Einzelemente von & bzw. R mit e’ bzw. e’’, so ist 


[U +e" (8 +0, R +0) 
(6) e= le’ (8 +0, R=0) 
e’ (2=0,R +0) 


die Eins von ®,. Ferner ist e’ Linkseins von & +d-+ a’ unde’ Rechtseins vn® +d-+ b'. 
Daher ist a’ + o, (b’ + o,) der Links (Rechts)-annihilator von e in o, und in jedem Fall 
ist o, der durch e zerstörte Teil von o. Nach einem bekannten Theorem*) ist mit vo zu- 
gleich auch v, ein MRLI Ring"). Folglich!®) ist o, entweder nilpotent, und e ist selbst 
ausgezeichnet oder o, enthält ein Hauptidempotent e, von o,, und dann ste=e-+ & 
ein Hauptidempotent von vo; denn aus xe = 0 für irgendein x e o folgt mit ee, = ze =(, 
daß ze = xe, = 0, und aus ex = (0), daß auch ex = e,x = 0 ist. Somit gehört x zu o,, 
da o, der durch e zerstörte Teil von o ist; und weil x in dem durch e, zerstörten Teil von o, 
liegt, kann x kein Idempotent sein. Demnach ist e in o ausgezeichnet. 


13) Das Enthalten-Zeichen < schließt Gleichheit nicht aus. 
14) Vgl. [5], 4. (a), p. 721. 

15) Dies erwähnt Dieudonne [3] nicht. 

16) Nach [5], Theorem 4.1, p. 721. 
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Für ein beliebiges Hauptidempotent e machen wir den Ansatz 


(1) e=e"! +E”) +e® (EB, e!eo, ePed+a+b’<P). 
Die Idempotenz von e ergibt nach (5) die Bedingungen 
(e)? = e (= 0,1). 


Bekanntlich unterscheiden sich zwei Hauptidempotente aus o nur um ein additives 
Element des Radikals T von o!?). Wir haben also 


PM +M=s:+a+t MER), 
worin &, = 0 zu setzen 'st, wenn o, nilpotent ist. Da B,o, = 0, P%ı = 0 ist, folgt aus 
(9) + a) = 1, 
eine il,t,... 
(e EBEN ei + (&ı es ey‘ ni (e'? 2 1); 


gilt, und daraus wegen e® —tEeT und (e—e"! =e—e", daß e” = e sein muß. 
6 


Zerlegt man nun e gemäß e = 5 e,;, so bleiben für die Idempotenz von e nach (5) noch die 
i=1 


Bedingungen 

egeg + eıe3 + est; = 5, 

ereat ee = Eu, 
ee + &6 = & 
mit e, + e = e. Gemäß (6) wird demnach mit den Abkürzungen r=e,s=e, 
(8) e=e—rss+r+s+te), re! =e("!s =, 
und ein Element des durch e zerstörten Teils von o läßt sich in der Form 
() z—er— ze+ exe = r28 — rl, — el) — (u ee "x)s+tE 
rs — ri —is+E 
6 
mit E= 2, — e 2, — ze! + e xge‘'’ darstellen, wo x = X x; ein beliebiges Element 
i=1 

aus 0 ist und die vier Bestandteile der ersten Darstellung rechts beziehentlich den 
Ringen d, a’, b’, o, angehören. Hieraus ersieht man in Verbindung mit Lemma 1 und 
res —r&— £EseT, daß Eim Radikal T von o liegt, wenn e ausgezeichnet ist. Daher ist 
e'’ ein Hauptidempotent von o,, wenn e' +0 ist. Wenn e’ = (0, so ist &= x,, also 
0,<T, o, nilpotent. Umgekehrt erkennt man leicht, daß ein Element ee vo der Form (8) 
ein Hauptidempotent von vo ist, wenn r bzw. s irgendein Element aus a’ bzw. b’ und 
e) = 0 ist, falls o, nilpotent ist, oder e'’ ein Hauptidempotent von v, mit re !=es—0, 
falls o, nicht nilpotent ist. Denn bekanntlich'®) ist T nv, das Radikal von o,, da o, der 
durch e zerstörte Teil von o ist. 


Falls o, ebenfalls die Forderungen erfüllt, die wir bisher an o gestellt haben, so kann 
man für e'' eine analoge Aufspaltung wie für e angeben, wobei evtl. noch die Eins eines 
halbeinfachen zweiseitigen Ideals B“ von o, (D. r” 11) hinzutritt, usw. Wir fassen unsere 
Resultate wie folgt zusammen: 


Satz. Wenn vo ein nicht-nilpotenter MRLI Ring mit B = 0 (siehe oben) und regulärem 
Rechts- oder Linkssockel ist, so erhält man genau alle Hauptidempotente von o in der Form 
e=e—rs+r-+s-+ e", wo e die Eins eines halbeinfachen Systems ®, ist und e’ = (0), 


17) Vgl. [5], p. 722, 
18) Vgl. [1], Satz 3, S. 13, 
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wenn o, nilpotent, bzw. e''’ ein Hauptidempotent von v, ist, wenn vo, nicht nilpotent ist. 
r (s) ist irgendein Element des Links (Rechts)-annihilators von e in a’ (b’). Jedes Element 
des durch e zerstörten Teils von vo hat die Form (9), wo & dem durch e'') zerstörten Teil von o, 
angehört. 

4. Um unser Ergebnis sinnvoll spezialisieren zu können, stellen wir zunächst Be- 
dingungen auf, welche die Bestandteile der Zerlegung (1) bis (3) eines Rings o erfüllen 
müssen, damit die Multiplikation gemäß (5) in vo assoziativ ist. Dieudonne macht darüber 
nur ungenaue Angaben (D. n°* 19, 20 und 29). Wenn wir von den Assoziativforderungen 
bezüglich der Ringe = 2 +d+a,D=R +5 + b’ und o, absehen, so bleiben genau 
die Bedingungen 


(10) (2a’) 0, = L(a’v,), (0,6) R = v,(P’R), 
(11) (LH) R = LER), 
(12) (La’) b’ = Lla’b’), (H)R= a (U R), 


(13)  (a’o,) 0, = a’(0,0,), (0101) 6" = 0,(0,6’), (a’0,) b" = a’(v,b’), 
wo (L2a’) 0, = 2(a’0,) bedeutet, daß (ua) x = u(ar) für alle aea’, wet, ze, sein soll 
usw. Die Gleichungen (10) werden zur Definition der Verknüpfung von a’ und o, bzw. 
o, und b’ benutzt. Aber es trifft nicht zu, daß jedes a; in der Form 2,a mit einem ae a‘ 
geschrieben werden kann (D. n? 20). Als Gegenbeispiel zu der Behauptung von Dieudonne 
kann man die direkte Ringsumme o = v’ ® 0” nehmen, wo 








000 
o’ aus allen Matrizen der Form |0 0 0 
X%ı %2 %3 
und 
r . Yyı 0 
o’ aus allen Matrizen der Form 
Y, 0 
mit 2;, Yk€ K besteht. Es ist 
000 000 
a= Ka, + Ka, [«- 0 00,%,=-|0 0 0 ) 
10% 010 
000 | 
2 = Ke [ i : - ) b= „ . und R = Ke” (e" = 6 0): 





Da ae” = 0 ist, ist a’ = a (hierzu vgl. D. n® 15); doch gibt es kein a € a, so daß a = 2a wird. 

Übrigens läßt sich jeder (wie ®,) links quasieinfache Ring, der direkte Summe von q 
idempotenten und p — q nilpotenten isomorphen einfachen Linksidealen ist, als die Gesamt- 
heit aller p-reihigen quadratischen Matrizen über einem Schiefkörper K, mit lauter Nullen 
in den p—q ersten Zeilen auffassen (D. n’ 5). Ein solcher Ring ist ein Spezialfall des 
von R.M.Thrall!?) als Teilmatrizen-Ring bezeichneten Ringtyps. Denken wir uns 
6; = %, + a, auf diese Weise „Is Teilmatrizen-Ring durch p-reihige Matrizen dargestellt, 
so besteht a, genau aus den Matrizen der Form 


0 0 
u po 
x x 0 


19) Lit. [7]. 
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, aus den Matrizen 


0 0 
Yıı cas Yıa 


0 Yıı a Yıg_ 


und, wie wir annehmen dürfen (D. n°’ 15 und 20), a! aus den Matrizen 








0 0 
(7 FO 
= 11 In i 
| Fa Zn 0] 


wor <Sp—gqgist. Essir=gk+c(kZ=20 <c <.g), dann kann man x in der Form 


k 
x = 5 2,a, schreiben, wo 




















9-0 
0 07 0 07 0 07 
1 1 | 1 
% = Go ’ ,d4, — ’ 
q j ns gl 

[0 Re 0 _0 1 0 Lo ı 0 

c c q q p-n 

0 0 0 0 0 0 
0x, RS Le Yı,e "5 ls Yon 0x, + T,, c+q 0x, n-g+l1 & Kon 

Die (z,),>. gehören zu 2,, aber während die (x,),-.. durch x eindeutig bestimmt sind, ist 


x, nur bis auf ein additives Element u € 2, mit ua, bestimmt. Es sei 3 ein Komplex aus 
o und 3, (3,) der Links (Rechts)-Annihilator von 3. Dann ist x, mod (a,),  %,; ein- 
deutig bestimmt. Wenn u € (a,); r %; ist, so folgt aus (10,), daß 0 = (ua,) 0, = u(a,D,), 
anders gesagt, daß 


(14a) 0,0, < Ka) "Lila; 
sein muß. Umgekehrt rechnet man leicht nach, daß (10,) erfüllt ist, wenn die Produkte 


a,0, so gewählt werden, daß neben a,o, <a; auch (14a) gilt. Wir bemerken, daß die rechte 
Seite der Relation (14a) von der gesuchten Verknüpfung a;o, nicht abhängt. Analoge 
I 


Betrachtungen führen bei (10,) ans Ziel, wenn man b/ in der Form b; = $& b,R, schreibt, 


ho 


I 
wobei für ein Element y= $&b,y,eb; die (y,),-. durch y eindeutig bestimmt sind, 


h=0 


Y, aber nur mod (b,); N R,. Die zu (14a) analoge Forderung lautet 

(14b) 0,b,< {(b,)r r NR}, N b;. 
Die Bedingung (11) setzen wir als erfüllt voraus (vgl. D. n’ 19). Zur Erklärung der Ver- 
knüpfung von a; mit b} denke man sich die (k +.14)(/ + 1) Produkte a,b, € d,, vor- 
gegeben und xy durch 

k Pr \ ko 4 
(15) (25%) (zu) = 2 22,5% 
h=-0 


9-0 9-0 h=-0 
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definiert. Damit diese Erklärung eındeutig wird, muß man 
ı k 
Zu(a,b,) \ 32,(a, b,) v—= 0 (u € (a,), di B,: ve (b) x R,) 
h=0 y=0V 


fordern, anders gesagt 
(16) (a,b,)n >0 < {(a,), is hr er d,;, (a,b,), 1) er by) E R;}, EN‘ d,;- 


Man erkennt jetzt leicht, daß (12) als Folge von (11) und (15), (16) erfüllt ist. Auf die Be- 
dingungen (13) kommen wir im Abschnitt 6 zurück. 


5. Jetzt untersuchen wir, wann ein Ring v, der rein formal durch Zusammen- 
setzung gemäß (1) bis (3) konstruiert wurde, mit einer zwischen den einzelnen Teilen 
bestehenden und den Assoziativgesetzen (10) bis (13) genügenden Verknüpfung (5), 
auch die übrigen Bedingungen erfüllt, die im zweiten Abschnitt an o gestellt wurden. 
Dabei setzen wir die MRI und MLI Bedingung und die einschlägigen Bedingungen für 
die Teilmatrizenringe &; =, +a, und D, =N%,+b, als gültig voraus. Es sei 
o=&-+.a+ o,, entsprechend der Produkttafel im Abschnitt 2. Dann ist zwar nach 
Konstruktion vo, = e, ne’,. Aber man erkennt nachträglich leicht,. daß o, = e)/, ist, da 
e' eine Linkseins von 2 + a ist. Entsprechend ist e/ ne, = e/. 

Wir zeigen zuerst, dßo = 2 +a+e, = R+b-+ei) genau dann eine links 
(rechts)-seitige Zerlegung ersten Grades ist, wenn e,, (e/) kein idempotentes minimales Links 
(Rechts)-ideal | (x) besitzt, für das ad = 0 (tb = 0) gilt. Die Notwendigkeit ergibt sich 
daraus, daß ein Linksideal [ in e/, mit al = 0 auch ein Linksideal in o ist und daher zu 
& + a gehören muß, falls es minimal (in e/,, also auch in o) und idempotent ist, was ein 
Widerspruch zu (2 + a) ne), = 0 ist. Umgekehrt sei [ ein minimales Linksideal von o 
und x ein Element von [. Es si 2 = y+2z, (yet +.a,z€e}). Dann ist x = yel, 
da [ ein Linksideal ist. Somit ist auch zelund [=Irn(8 + a) +Inrer,. Wenn 
Irn(8-+a) +0ist, somußIrn(8 -+a) =|sein, da [ minimal ist. Danach ist [ER + a. 
WennI rn (2 + a) = Oist, so bedeutet dies, daß = In ei, < er, ist. Daher ist 


ad<anlcane, =. 


Ein nicht in 2 + a enthaltenes idempotentes minimales Linksideal [| von o muß also, 
falls es überhaupt existiert, zu e/, gehören und al = O0 erfüllen. Wenn e’, solche Links- 
ideale nicht besitzt, so gehört jedes idempotente minimale Linksideal vono zu2 +a. 
Ist { dagegen ein nilpotentes minimales Linksideal von o, das nicht in & + a liegt, und 
wäre [ (bezüglich o als Linksoperatorenbereich) isomorph zu einem idempotenten mini- 
malen Linksideal l,, so ergäbe sich wegen W,<&+a el,=I, und I<e,,el=0 aus 
der Operatorisomorphie der Widerspruch Il, = 0. Dies zeigt, daß jedes zu einem idempo- 
tenten minimalen Linksideal von o isomorphe nilpotente Linksideal von o zu& + a gehört. 


Wir erhalten auf diese Weise genau alle Ringe, die eine mit den genannten Be- 
dingungen verträglich vorgegebene linksseitige Zerlegung ersten Grades besitzen. Es 
verbleibt .das Problem, unter diesen Ringen diejenigen auszusondern, deren linksseitige 
Zerlegung ersten Grades zugleich ein Grenzfall einer zweiseitigen Zerlegung ersten Grades 
in der Terminologie des Abschnitts 2 darstellt, wo o kein idempotentes minimales Rechts- 
ideal besitzt. Da jedes Rechtsideal von e;, ein Rechtsideal in o ist, so ergibt sich als not- 
wendige Bedingung die, daß e', auch kein idempotentes minimales Rechtsideal (von e‘,) 
besitzen darf. 


Wenn o als Nachbildung einer zweiseitigen Zerlegung ersten Grades konstruiert wurde, 
so müssen e, =R+b’+o, und e/ =2&+.a’+ o, die oben gestellten Forderungen 











ki 
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erfüllen, damit die Zerlegung tatsächlich jenen Charakter hat. Dazu genügt es aber, zu 
verlangen, daß b’ + o, kein idempotentes minimales Linksideal { mit {= 0 und a’ + o, 
kein idempotentes minimales Rechisideal x mit xb’ = 0 besitzt. Denn ist [ ein idempotentes 
minimales Linksideal von e,—=R + b’ + o, mit al= O0 und z= y-+ z ein Element von 
en (yER,zEb’ + 0,), so folgt x = e’y+0 = yel, dal ein Linksideal von e‘, (sogar 
von o) ist. Demnach ist [= RnT+ (b’ + o,) nl. Wenn (b’ + o,)n1= 0 ist, so ist 
[<NR und damit (D."8)I= L1IrNR,. Es gäbe also ein ®,; mitI[n ®, +0. Da ?%, ein 
zweiseitiges Ideal ist, wäre In ®;=1, d.h. 1<®,. Da b, +0 für jedes j sein soll, so 
wäre [ vom Quadrat Null (D. n° 8), während doch I idempotent ist. Es ist also 


("’+o)rni#+0, 
und da b’ + o, ein Linksideal von e,, und [ minimal ist, so hat man I[<b’ + o,. 


6. Hinsichtlich der Bedingungen (13) beschränken wir uns darauf, daß o, ein hyper- 
komplexes System mit der Basis (e,),-,-., über einem Körper P ist, der auch zum 
ÖOperatorenbereich von vo gehört. Es sei 


o 


k I 
(17) a,e, = P2 U sg @y; e,b, = Du: On ) 


0 


wobei u, € ;, Yyyn € R, ist. Dann ist (13,) gleichbedeutend mit 


ig’ 
k I 
(18) P} U yy' (a,b,) . P3 (a,b,.) Unm® 
g=0 h=0 


Wir wollen uns hier nur mit dem Fall weiterbefassen, wo o, bereits nilpotent, also 
im Radikal T von o enthalten ist; dann ist ©, = T. Außerdem nehmen wir zur Verein- 
fachung an, daß T® = () ist. Überträgt man dies auf (13, ‚), so ergeben sich die Be- 
dingungen 


(19) 4,(0,0,) = 0, (0,0) = 0, 

: e (a), U "= 0) 
(20a) ‚ar Uyyg" [£ 0 (g” + 0), 
(20b) j | € (b)x > R, (h” zu 0) 


„a rrrm don (= 0 (h’’ + 0). 


Mit Rücksicht auf (19) dürfen in (20) diejenigen Relationen weggelassen werden, die zu 
Indizes f, gehören, für welche e,, e; € 0,o, ist. 

Nachträglich erkennt man, daß die Bedingungen (19), (20), sowie die mit (18) wegen 
a,e,b, € T® = 0 äquivalenten Gleichungen 


(18°) P> u, (@,b,) Bis; P} (a,b,.) v, ih 0 
g' h' 


miteinander verträglich sind, auch wenn 7? + 0 ist (siehe unten), falls o, mit einem Nil- 
potenz-Exponenten > 3 vorgegeben wird. Der Exponent von 7 ist dann mit dem von 0, 
identisch. 

Zu den Hauptidempotenten von o zurückkehrend, bemerken wir, daß diese in dem 
von uns jetzt betrachteten Spezialfall die Form e= e— rs -+r-+ s besitzen. Für ein 
Element des durch e zerstörten Teils von o ergibt sich nach (9) und (17) der Ausdruck 

(21) z—er— ze + exe = — F wu) ul), al) — EU), w,+ 2%, 


i ala’ "g , 
igtg' in'fh 
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falls r, s und die o,-Komponente von x wie folgt dargestellt sind: 


n k m I © 
en i) Ber DAN + u 

(22) r=3 zWa),s= 3 ZU’y), = Zu, 
i=1g=0 j=-1h=0 J-l 


h 
zogensein auf &; = 8; + a, bzw. D,—= NR, + b, angibt. 

Da o, nilpotent ist, enthält a’ + o, und b’ + v, kein idempotentes Ideal + 0. Auf 
Grund ler Betrachtungen des Abschnitts 5 realisiert daher jeder Ring vo, der gemäß den 
angege,‚senen Bedingungen konstruiert wurde, eine zweiseitige Zerlegung gegebener Be- 
schaffenheit, wenn er MRLI Ring (z. B. hyperkomplexes System mit einer endlichen 
Basis über P) ist. Dies gilt sogar einschließlich der Grenzfälle. Falls o als linksseitige 
Zerlegung vo = 2 +a-+ e/, konstruiert wird, so enthält es kein idempotentes minimales 
Rechtsideal, wenn es MRLI Ring ist. Denn andernfalls existierte nach Abschnitt 2 eine 
zweiseitige Zerlegung von vo, die man (bei gegebenem %) so einrichten könnte (D. n’ 15), 
daß e, = R + b’+ 0, (R+0) ist, was im Widerspruch zur vorausgesetzten Nilpotenz 
von e’, steht. Also realisiert jeder als Nachbildung einer links (rechts)-seitigen Zerlegung 
konstruierte Ring den links (rechts)-seitigen Grenzfall einer zweiseitigen Zerlegung, sobald 
e»(e/) nilpotent ist. 

Das im 1. Abschnitt konstruierte hyperkomplexe System ist ein Beispiel für 
einen linksseitigen Grenzfall, bei dem n = 1, k = 0 ist. Alle linksseitigen Grenzfälle erhält 
man, indem man in den Forderungen des 4. Abschnitts  =a,R®R=d=b’=0( setzt. 
Von den Forderungen (18’) bis (20) des gegenwärtigen Abschnitts bleiben nur (19,), (20a) 
übrig. In (21) verschwindet der Term mit b/. Nichtentartete zweiseitig zerlegte Ringe lassen 
sich leicht konstruieren, falls man die mit (11) und (16), (18°) verbundenen Schwierigkeiten 
durch die Annahme d = 0 vermeidet. Von dieser Art ist das Beispiel im 4. Abschnitt. 


wobei (u), -.< 8%; (Mio <R;, (w)ı-,.„< P ist und der Index i bzw. j das Be- 
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On the Limit Theorems for Convolutions 
of Distribution Functions. 1. 


An Analysis in the Weierstrass Norm. 
By Harald Bergström in Göteborg. 


1. Introduetion. 


The classical limit problem in the theory of probability can generally be stated 
as follows. 

Given sequences X,(n), Xz(n),.. ., Xr(n),... forn=1,2,...ofrandom variables 
which are independent within each sequence and a sequence {k„} of positive non- 
decreasing!) integers tending to © as n tends to oo. Consider sums 

Xu{n) = Arzı(n) + + Xıln), 
0<SA<kSk,. When does the d.f. (read distribution function) of X,, (r) ronverge 
weakly, i. e. in every continuity point of G(x) to ad.f.G(x)? B 

This problem has been studied by many authors and important contributions to 
its solution have been given by Bernoulli, Moivre, Chebyshev, Lyaponov, Lindeberg, 
Kolmogorov, Levy, Doeblin, Feller, Khintchine, Bowly, Lo&ve and others?). 

We shall here study the problem under the following restrietion: 

Condition (C). As n— oo, the d.f. of X,(n) shall tend to a d.f. F,(x) in every 
continuity point of F,(x) and this shall hold uniformly in respect to k for any point x, 
which is a continuity point of all F,(x). Further F,(x) shall tend to e(x) as k tends to &, 
where e(x) is that improper d.f. which is 1 for x >0 and forrz <Q (and! forrx=0). 

Bowly, Khintchine and others use the stronger restriction that all F,(z) are equal 
to e(z). For the solution we shall use an essentially new method, which seems to lay bare 
the nature of the limit theorems. Our method is elementary and can be described as follows. 

The d.f. Fu(n, x) of X,.(n) is a convolution 


(1.1) Fx(n, x) = F;;,ı(n, 2)%*'''*+F,(n, x) 


of the d. f.’s F,(n, x) of X, (n). Here the convolution is an associative and commutative 
operation. We want to find conditions for the convergence of F,, (n, x) to a d.f. F(z)in all 
continuity points of F(x). Now the convergence problem for a product 


Ayı, (N) = A,(n):»- A,,(n) 
of numbers is closely connected with the convergence problem for the sum 
a9, (n) = [An —1]+ [Alm 114 + [A —1l. 


!) The assumption that {k„} is non-decreasing is not essential. 
2) For a survey of the limit problems and the limit theorems we refer to Gnedenko-Kolmogorov, Limit 
Distributions for Sums of Independent Random Variable (1954), where also historical aspects can be found. 
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In the same way the convergence problem for the convolution (1. 1) is closely connected 
with the convergence problem for the sum 


(1.2) fo, (rn, 2) = [Fıln, 2) — e(2)] + [Feln, 2) — e(@)]+ + [F, m, 2) — e(2)]. 


In fact, most of the known limit theorems give statements about this connection 
only. We have studied this connection by the help of algebraic identities. This means 
that our method is general, i. e. it may be used for „convolution products‘ as well as for 
products of probability generating functions numbers or even abstract elements. In 
order to consider limit theorems in the mentioned form we must introduce some norm- 
function. We shall here study the limit problem for convolutions of d. f.’s only. A suitable 
norm is then the function of o 


N,@ol= sup Ma* 02), 
where ®(x) denotes the normal d.f. This norm, which shall be called the Weierstrass 
norm (we write shorter ‚„W-norm‘“), has a meaning for d. f.’s but also for other functions. 
When we give relations in this norm we shall always assume that the relations hold for 
allo >0 if we don’t give any restrictions. 

All d.f.’s F(z) and the functions f, (r, 2), defined above, belong to the class of 
functions which are finite and non-decreasing for x #0. We shall call such functions 
quasi-distribution functions (q. d. f.’s). They can be divided into subelasses. One important 
class is formed by all d. f.’s, another by all q. d. f.’s which tend to 0 as z— + oo. The 
latter q. d. f.’s are called normal q.d.f.’s, and we denote the class of all such functions 
by Q@. The subeclass of all bounded functions belonging to Q is denoted by Q,. We study 
sequences {fn(2)}, fn(2) € Q,, and introduce Cauchy convergence in the W-norm. Then 
we can prove the first fundamental theorem (see Section 9). 

A sequence {fn(x)}, fn(x) € Q,, is Cauchy convergent in the W-norm, if and only ıf 
fn(x) tends weakly to a normal g.d.f. f(x) and also the „truncated‘‘ central moments 

f x’df„(z), v = 1,2, tend to finite values a,(n) asn— oo for alln such that + n are 


Izlsn 
continuity points of f(x). 

The same theorem holds for sequences of d. f.’s, if we change ‚to a normal q.d.f. 
f(x)“ against „to a d. f. f(x)“. The conditions for the truncated moments are trivial for 
d. f.’s f(x) but not for f„(z) € Q.- 

The connection between the convolutions and their associated normal q. d. f.’s can 
now be obtained by the help of algebraic identities and the W-norm. It is sufficient to 
consider so-called centered C-sequences {F,(n, x)}, which satisfy the condition (C) and 
also the inequality 

(1.3) lim sup x f zdF;(n, x), < © for n<o. 

n>& k=1 |z|<sn i 
Then we can prove the second fundamental theorem (see Section 17). 

In order that F,,(n, x) tend weakly to ad.f. F'’(x) and F,, (n, x) tend weakly to 
ad.f. F“(x) as firstn and then k tend to ©, it is necessary and suffieient that {fy., (R, %)} 
be Cauchy convergent in the W-norm. 

We observe that the conditions for the Cauchy convergence are given by the first 
fundamental theorem. 


The limit F*’(x) is uniquely determined as the weak limit of the infinite con- 
volution product F,(xz) # Fz(x2) #*'*'* Fı(2) * *-, when F')(x) exists as a d.f. 
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The limit F®(x) is uniquely determined by the weak limits®) f(x), «\”(n) and 
x” (n) of respectively f,, (n, x), [; xdf,,(n, x) and JS x?df,, (n, x) as first n and 


then k tend to ©. These limits always exist when Vor, “m. li is Cauchy convergent in the 
W-norm. If f?(x) exists and «”(n) and «”(n) exist for some value n >0 such that 
+ n are continuity points of f”(x) they exist for all such values 7 > 0. 


If for instance F,(n, x) = D(xVn), k, = n, we have F'”(x) = ®(x), f?(x) = 0 
(m) = 0, a®(n) =1 (and FO (2) = e(z)). 

If all F,(x) = e(x), the second fundamental theorem may be stated in the following 
simple form. 


If one of the sequences {F,, (n, x)} and {fo (n, x)} is Cauchy convergent in the 
W-norm, then this is also true for the other sequence. (The last mentioned facts are proved 
in section 16.) 


When {F;(n, x)} is a C-sequence but not necessarily centered and F,ı(n, x) tends 
weakly to ad. f. F(x) and F,,(n, x) tends weakly to a d. f. F” (x) as first n and then 
k tend to ©o, then fu, (n, x) necessarily tends weakly to a normal q.d.f. f(x). Let this limit 
exist and let n, be a positive number such that + n, are continuity points of all F,(x) 
and of f(x). Putting 


mi(n)= f zdFy(n, 2) 


212m 


and introducing the normalized d.f.’s V,(n, x) = F,(n, x + m,(n)), we can state (see 
Section 18): 


In order that F,,(n, x) tend weakly to a d. f. F’’(x) and F,, (n, x) tend weakly to 
ad.f. F”(x) as first n and then k tend to ©, üt is necessary and sufficient that the following 
conditions hold: 

1° {Vy(n, x)} is centered, 

2° {vg (n, 2)} is Cauchy convergent in the W-norm, 

k kn 

30 Ym;(n) and 5 m;(n) tend to finite limits as first n and then k tend to . 

i=1 i=k+1 

When Fix, (n, x) tends weakly to a d. f. F'” (x), this d. f. is infinitely divisible and 
the class of all such limits F® ’(x) coincides with the class of infinitely divisible d. f.’s 
(generalization of the theorem of P. Levy-Khintchine; see Section 13). 


Our theory may be generalized to n-dimensional distribution functions, and this 
can be done without any essentially new computations. 


As we have mentioned above our method is elementary. In order to emphasize this, 
we have made the paper self-contained beyond elementary calculus of real variables. 
In the sections 2 to 9 we study sequences of d. f.’s and q.d.f.’s by the help of the W-norm, 
and in the following sections we consider the limit problems for convolutions. 


3) Generally we say that a convergence of a sequence of functions is weak if it holds in all points with the 
exception of at most an enumerable set of points. 


16* 
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2. Distribution funetions. 


A function F(x) is called a distribution function (d. f.), when it is non-decreasing 
in every point and has the properties F(z) —1(x — ©), F(x) > 0(z > — oo). 

Since F(x) is non-decreasing and bounded, the limits (2 — 0) and F(x + 0) exist 
in every point. If F(x +0) — F(z—0) >0, the point x is a discontinuity point of 
F(xz). We define 

F(x) = 3 [F(xe—0) + F(2+0)] 
in the discontinuity points x). 

A discontinuity point a is called an ordinary discontinuity point, ıf the function 
has finite limits, when x tends to a— 0 and a + 0. All discontinuity points of a d.f. 
thus are ordinary. 


Let x; be a discontinuity point of the d. f. F(x), and introduce the jump 
p(z) = Fix + 0) — Fin —0). 
Obviously, there exists a finite number of discontinuity points z;., for which 
1 


n+i 
set of discontinuity points. 


<p(z) < if n is any positive integer. Therefore F(x) has at most an enumerable 


A well known d. f. is the normal d. f. Suitably normed, it is given by 


z 4 _f 
D(x) = t) dt, ) = —e ®. 
(2) [ro PO 
We shall also frequently use the so-called improper d. f. e(x), defined by 
0 for ze<0, 
e(2)=!} forrxr=(, 
ı for 2>0. 


Remark. In thetheory of probability the distribution function of a random variable 
is defined by Pr(X < x). Obviously Pr(X < x) is a d.f. in the sense used above. Con- 
versely a random variable can be associated to every such d. f. 


3. The linear set V(D) and some of its subelasses. Quasi-distribution funetions. 


The set of all d. f.’s shall be denoted by D. We shall consider the linear set R(D) 
generated by D over the real numberfield, i. e. the set of all functions 


(3.1) fl&) = 2 aF,(a), 
k=1 


a, real, F,(x) e D,k=1,2,...,r; r finite. 
We call the right side a representation of f(x) in R(D). It may be observed that 
f(x) e R(D) always has a representation of the form 
(3. 2) f(2) = aG(a) + bH(a), 
G(xz)e D, H(x)e D, a,b real, since for a representation (3.2) we may choose 
a= 5a, b= ya, 


a, >0 a,<o 


*) The definitions F(z) = F(z + 0) and F(x) = F(xz — 0) are also used. The definition given here is more 
suitable for our method. 
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and 


1 1 
G(2)= — ZaFı(2), H(a)=— ZuFi(2), 
4 u, >0 b a,<o0 
ifa+0,b +0; ifa= 0, we drop the first term in (3. 2) and if b = O we drop the second 
term. G(x) and H(x) as mean values of d. f.’s are themselves d. f.’s. 


A d.f. has a representation of the form 

(3. 3) F(z) = aF4(2) + bF.(x), 
where F,(x) is a d. f., which is a pure step-function and F,(z) is a continuous d. f. In fact, 
we can define F,(x) and F,(x) in the following way. 


If F(x) is continuous, we put F,(z) = F(x). If F(x) has discontinuity points ti, 
k=1,2,..., with the jumps p(t,): 


F (tx + 0) — Fit) = 3 p(tı), Ft) — Fi —0) = $ pl), 
we define 


2 1 1 
e= Zptu, Fat) = Sf zP@W+z pa), 
k-1 t.<z 
where p(z) is the jump in the point x (p(x) = 0, if x is a continuity point of F(x)). 
Further we define 


F.(x) = {F (x) — cF4(z)}. 


Then it is easily seen that F,(x) is a continuous d. f., and that the relation (3. 3) holds 
witha=c,b=1-—.. 

If F(x) is a d. f., we put F(x) = 1 — F(— x) and call F(x) the conjugate of F(z). 
If F(x) = F(x), F(x) is called symmetric. 

The substitution F(xz) > F(x) for all F(z) defines an isomorphism of D, which is 
also an isomorphism of R(D). This isomorphism has the order 2 since (F(z)) = F(x). 

We also introduce the class V(D) of all functions f(x) + e, f(x) € R(D), c any 
constant. V(D) coincides with the class of functions of bounded variation, if every such 
function (x) is defined as $[p(z +0) + p(z—0)] in its discontinuity points. This 
follows from the fact that a function of bounded variation is the difference between two 
bounded and monotone functions. For our purpose it is sufficient to introduce V(D) 
as above. 

The special functions f(x) € V(D) which are non-decreasing for x = 0 shall be called 
non-singular quasi-distribution functions (q. d. f.’s). In x = 0 a non-singular q. d. f. may 
have a finite negative jump. Those functions (not belonging to V(D)), which are 
finite and non-decreasing for x +0 and infinite for at least one of the values 2 = +0, 
shall be called singular q.d.f.’s. We shall also assume that any singular q.d.f. f(x) 
satisfies the relation f(x) = [f(x + 0) + f(x — 0)] for +0. 

If a q.d. f. tends to O0 as 2 — + oc, we shall call it normal. It is easily seen that a 
non-singular normal q.d.f. f(x) must have the form 


f(2) = a[F(2) —e (z)] 


with a d.f. F(x) and a non-negative constant a. The class of normal q.d.f.’s shall be 
denoted by Q and the class of non-singular normal q. d. f.’s by Q,. 





126 Bergström, Limit Theorems for Distribution Functions. I. 


4. Riemann-Stieltjes integrals. 


The Riemann-Stieltjes integral of a function g(x) in respect to a function f(x) is 
defined as follows. 


Consider a net (a, &,, &y, -- -,&n-,d), with the largest meshbreadth d, which is 
fitted on (a,b, a= 2, <& <2, <''"<m=b. Form the sum 


(41) m zZ g(&) Ur) — Mai), 


where £, is any point in (%;_,, %;). If, as the number m is increased, subject to the con- 
dition, that d converges to 0, S, tends to a definite limit, which is independent of the 
mode of subdivisions of the interval by the net and of the mode in which the sets of 
points &,, &,...,&, are assigned in the net, g(x) is said to have a (Riemann-) Stieltjes 
integral in respect tof(z) on (a, b). The limit is called the Stieltjes integral and is denoted by 


JS s(a) df(2). 


The existence of the Stieltjes integral, when g(x) is continuous and f(x) is bounded and 
non-decreasing (non-increasing) in (a, b), is easily proved in the same way as the existence 
of the Riemann integral for continuous functions. By an Abelian transforming we get 


2 8(&) Ma) — Mai] = —2 Mai-ı) [gl&) — g(&-1)] + 8b) Fb) — g(a) (a), 


f &n4ı =b,&, = a. By this relation, it is seen that [ ea) df(x) exists if fa) dg(x) 
exists, and then the relation j . 
(4. 2) [ gta) afta) + J Hz) dg(z) = gb) Ib) — g(a) f(a) 


is satisfied. 


If g(x) is integrable and f(x) has a continuous derivative in (a, b), we get by (4. 1), 
using the mean value theorem for the difference f(&;) — f(&;-,), 


[ gta) df(x) = [ g(a) f(x) dx. 


By the definition of the Stieltjes integrals, we find that the following relations hold, 
when the integrals on the right side are defined, 


b b b 
(4. 3) S Ieı(@) + 82(@)] df(a) = f gı(z) df(z) + [ g2(2) df(e), 


b b b 
(4. 4) S gta) alfı(a) + frla)] = [ g(a) dfıla) + fee) dfa(e), 


(4.5) Sf eta)afle) = [ gie) dfle) + f g(2) df(z) 


(for asb<se). 

Consider the special case when g(x) is continuous and f(x) is a bounded non- 
decreasing pure step-function with the jumps p(s,) in the points s,, A == 1,2,... (the 
set of discontinuity points is enumerable). We suppose that a and 5 are continuity points 
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of f(x) and fit a net to (a, b), where all mesbpoints x, are continuity points of f(x) and 
the largest meshbreadth is so small that the oscillation of g(x) in every mesh is smaller 
than a given number e. Then 


82) fa) MHa-))= 2 gla)pls), 


1, <z 


| g(2,) — g(sı) | <e for mn <SH <a, 
and thus 


ste) Ka) — fa] EZ ls) pls) < ei) — la)). 


a<s,<b 


This holds for any net and any e > 0. Hence we get 


(4. 6) S gta) df(a)= F ‚is Ps). 


a<s,< 


Stieltjes integrals are extended to infinite intervals, in the same way as Riemann 
integrals. If F(x) and G(x) are d. f.’s and F(x) is continuous, the integral 


I) = [ Fe—1)d6ü) 


bh 
exists, since f F(x2—-t) dG(t) is bounded and non-decreasing as function of b and non- 
increasing as function of a. We easily find that /(— oo) = 0, /(+ o)=1. Thus 
I(z) is a d.f. 
We shall use the notations 


„S,@ are) = [sta dia), 


„So ua) = Set ara) + Jet) aa), 


when the right sides have a meaning. 


5. Weak convergence. Passing to weak limits under the integral sign. 


A sequence of functions {f„(x)} in a finite or infinite interval (a, b) is here called 
weakly convergent if there exists a function f(x) such that f„(x) — f(x) in all points with 
the exception of at most an enumerable set of points. We use the notation 


fn (x) = f(x) (n > 00) in (a, b), 


if fa(x) converges weakly to f(x), and call f(x) the weak limit of {n (2)}: Ha = — x, 
b= oo, we drop „in (a, b)‘‘ in our notation. Ifthe f„(x) are d. f.’sor q.d. f.’sand f(x) > f(x) 
(n — oo), then f„(x) must converge in every continuity point x of f(x), since 


In(2ı) S In(X) S fn(2,) frz, Sı Sm, 


x, and x, of the same sign as x + 0, and since we can find x, and x, arbitrarily close to x 
and such that f(x.) > f(zı) , fn(22) — f(x.) (rn > ©). On the other hand the discontinuity 
points of f(x) form an enumerable set in these cases. 

We can also consider weak convergence, when passing to the limit in a more general 
way (double limit and repeated limit for instance). 
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We shall require 
Lemma 5.15). Let F„(x) be a sequence of d. f.’s and let G(x) be a function, which is 


bounded and uniformly continuous in (— ©, oo). Then the convergence F„(x) > F(x) 
(n — oo) with a. d. f. F(x) implies the convergence 


10 [Ga — 1 ars) - [Gl«— 1) dFüı) 


unıformly ın respect t0 xzasn > ©. 


Corollary 1. The relation 1° also holds uniformly in respect to x for any finite interval 
(a,b) such that a and h are continuity points of F(x). It holds for a finite interval (a, b) 
such that a and b are continuity points of F(x) also if G(x —) is changed against any 
function g(t), continuous in (a, b). 


Corollary 2. The relation 1° of the lemma holds uniformly in respect to x for 
— oo <zx< oofor normal q.d.f.'s F„(x) and F(x), if the interval of integration (— ©, ©) 
is changed against any of the intervals (— ©, — n) or (n, ©0), where M >0 and +n are 
continuity points of F(x). 

Proof. Let (a,b) be a finite interval, such that a and 5 are continuity points of 
F(x), and let G(x) be bounded and uniformly continuous in (— ©, oo). Then to any 
given e > 0 we may choose a positive number ö, so small that the oscillation of G(x) 
on any interval of the length < ö is smaller than e, and fit a net of intervals (£,_,, &;) 
of length <d on (a,b), 


a=E, <E, <’''<En=b. 


By the definition and the properties of the Stieltjes integral we then have 


b m 
(0-1) Sete — 1) date) — 26a — 8) [Fn(&) — Fal&i-a)] 


m &; 
en =. fi [G(z —t) — G(x — &)] dF,(t) < € 


for all x and n and all d. f.’s F,(zx) (i. e. also for F(x)). Let now all£,i=0,1,..., m 
be continuity points of F(x) and choose n,(e) so large that 


| Fate) —F(&)| < A=1+ sup |Ge)]| 


2 mA’ - 0 <r<o 


for n >no(e) and i=(,1,...,m. Then we have 


ER FE) FEN Ee—&) [EIFEL] <a, 


i=1 





and thus, according to (5. 1), 
(5. 2) f G(z —.t) [dF,(t) — dF(t)]| <3e. 


Hence 1° of the lemma holds for any finite interval. 


5) This is a form of Helly-Bray‘s theorem. It may be observed, however, that we here consider uniform 
convergence in respect to translations. 








of 


sa 


the 


Us 


we 








Bergström, Limit Theorems for Distribution Functions. 1. 129 


If the interval of integration is (— 0, 00), we choose a and 5 such that F(a) < 7 


1— Fi(b) < 7 and determine the net as before. Then 


few@- drs()) <2e, SCle—Narsl) <2e, 
for n > n.(e), and these inequalities also hold if F„(t) is changed against F(t). Thus 1 
of the lemma is proved. 

The first part of corollary 1 is proved by (5. 2) and the second part follows in the 
same way. 

Corollary 2 may be proved as follows. Consider at first the interval (— ©, — n). 
Let F(x) be a normal q.d.f. and — n <0 a continuity point of F(x). We choose a 
constant ce > F(— n). For suffieiently large n we then have F,(—n) <e, if 
F„(x) > F(x) (n— ©). Putting F, (x) and F(«) equal to F„(x) and F(x) respectively for 
z <— nand equal to c for 2 >—.n, we find that 2 Fula) and — F(z), when suitably 


defined for x = — n, are d.f.’s. Applying Lemma 5.1 we then get 
[ Gt«— 1) dF,()> [Glz— 1) dF(t) (n — o) 


uniformly in respect to x for — oo <zxz< oo and hence, since F„(— n) > F(— n) 
(n — co), also 


Se@—nar, (t) — [se )dF(t) (n — &) 


uniformly in respect to x for — © <x < oo. In the same way this relation is obtained 
for the interval (n, oo). 

At last we remark that Lemma 5.1 and its corollaries also hold, when F„(x) is 
changed against F,(n, x) and double or repeated limits are considered. It is easily seen 
how the proofs may be changed in these cases. 


6. The Weierstrass transform of d. f. ’s. 
If F(x) is ad. f. we call 
(6.4) F(o, 2) EG Jar 


the Weierstrass transform of F(x). According to (4. 2), it can also be given in the form 


(6.2) Fle,2) 1 (mu (’,') a-1 (ren (-) dt. 


Using the property (4. 3) of the Stieltjes integral and the definition of the derivative, 
we find that F(o, x) has continuous derivatives of any order v and that 


(6. 3) Fo (a, 2) = 2“ f 0 (7) dF(t). 


Journal für Mathematik. Bd. 198. Heft 3/4 17 
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If F(o, x) is considered for small o, it is usually called Weierstrass singular integral. 
By (6. 2) we get 


| Flo, )—F(a) |= Flo, —z [F(e—0) + F(e + 0)] 


[werte +0)]®' (=) di + [ir@-n— re 00 (>) di 


s 


| > ale 


sup {Fe —t) — F(2—0)|+ | Fe +) — F(z+0)]}+ few dt. 
111>— 


The quantity in brackets on the right side of the last inequality is arbitrarily small for 
sufficiently small e > 0, and the last integral is arbitrarily small for sufficiently small 
o >0. Thus we obtain the well-known relation 

(6. 4) F(o,2)>F(x2), ((>+0). 


A simple form has the Weierstrass transform of the normal d. f. It is 


(6. 5) d KIEL dı = 0(2) 
0, 0 0, ‚o 
with 0° = 07 + 05. We easily verify (6.5), taking the derivatives on both sides and 


showing the relation 
t 


1 nich) Pe en ı 
no, Vor ) ) d=-—-e ) 


which is obtained by the substitution 
o x0o: 
E ( — :) =Vv 
0,05 o 


7. Convolutions. Generalized Stieltjes integrals. 


in the integral. 


Let F,(x) and F,(x) be d.f.’s. Consider the integral 
Fo2(o, x) = SFıto, 2 —I)dF,;(t). 


We have proved in section 4 that F,,(o, x) is a d. f. We shall now show that the limit 
(7.1) Fos(x) = lim F,,(0, x) 


o>+0 
always exists and is a d. f.°). Further we shall use the notation 
Foa(z) = Fı(2) * Fa(x) 
and call F,s (x) the convolution of F, (x) and F, (x). 


If F,(x) is continuous for all x, we find by Lemma 5. 1, when o passes to 0 trough 
any sequence of positive numbers, 


Fı(2) * Fy(a) = [File —t) dF;(), 


and then, by (4. 2), 
(7. 2) F,(z) #F,(x) = F,(2) #F, (8). 


6) If F,(x) and F,(x) are the d. f.‘s of the independent random variables X, and X,, then it can easily be 
shown that F,s(z) is the d. f. of X, + X. 
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Particularly, we have 
F(o, 2) = o(- * F(z) = F(2) x ® (2). 
and, by (6. 5), 


o(2) *® (&) = (2), ?=o+o. 
0 0, o 

Let now F,(z) and F,(x) be d. f.’s, which are pure step-functions, and denote the 
discontinuity points of F,(x) and F,(x) by s, and i,; and the corresponding jumps by 
p(s,) and g(t,) respectively (=1,2,...;4=1,2,...). Then, by (4. 6), we have 


w ”—S, 
Fı(o, 2) = 20°") po, 
v=1 s 
and hence 


Pia) * Fl) 20 9) pie) at). 


v=1A=1 
It may be observed that the double sum is uniformly convergent in respect to x and o 
for all x and o. As o— + 0 we get 
m 0 for z<0, 
(2) - } for 2=0, 
1for x >0, 


and thus, according to the definition of F,(x) * F;(x), 
F(2) #F,(a)= 3 pls) +3 FE pls) glh). 
s,+t,<z 8,+1,=2 
We observe that F,(x) * F,(x) is a d. f. and satisfies (7. 2). 
If F(x) and G(x) are any d. f.’s they have representations of the form 


F(x) = a.F.(x) + aaFa(2), G(x) = beGe(z) + baGa(2), 


where F,(x) and G,(x) are continuous d. f.’s, F,(x) and G,(x) are d. f.’s, which are pure 
step-functions, and a,, as, b., and ba are non-negative constants. Then, by the definition 
(7.1), we get 

F(z) * G(x) = a.b.F.(x) * Ge(x) + acbaF (x) * Galx) + 

+ aabeFa(z) * Gelx) + aubaFal®) * Ga(2), 

since all convolutions on the right side are defined. By this relation, we also find that 
F(x2) *G(x) is a d.f. and that F(x) *G(x) =G(x) * F(x), i.e. the convolution is a 
commutative operation in the set D. It is easily seen that a convolution is continuous 
if it contains one continuous ‚factor‘. Thus the discontinuity points of F(x) #G(z) are 
the discontinuity points of F4(z) * G.(x), and these points belong to the set of all points x, 
which can be given in the frrm x = s,+t (=1,2,...;4=1,2,...). 

We shall show that the convolution is an associative operation in D. Then we first 
show that it is an associative operation for d. f.’s having continuous derivatives. 

Let F,(x), F,(x) and F,(x) be such d. f.’s. Then we get, according to well-known 
properties of Riemann integrals, 


[F, (x) * F;,(2)] * F;(x) = [F,) du [F@—ı— u) F;(t) dt 


= [Fe 0) dv [EB6— u) F,(u) du = F,(z) * [F;(x) * F;(x)]. 


” 
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Thus, if F,(x), F,(x) and F,(x) are any d.f.’s, the relations above hold for their Weier- 
strass transforms F, (o,, 2), F,(o,, x) and F,(o,, x) and then, changing the order of a factor 


0(2), ot = 0; + 0°, we get 
F,(o,, 2) * [F3(o,, 2) * Fz3(o;, 2)] = [Fı(o3, 2) * Fz(o,, 2)] % Fz(o,, 2). 
Passing to the limits 9, — + 0,03 — + 0,0, — + 0, we obtain, by Lemma 5.1 and the 
definition (7. 1), using also the fact that the convolution is commutative 
F,(&) * [Fa(x) * Fa(2)] = [Fı(2) % Fa(&)] # Fe). 


Since the convolution is an associative and commutative operation in D, this set 
is a commutative semi-group in respect to the convolution as a ‚„‚multiplicative‘‘ operation. 
e(x) is unit element of this semi-group and the substitution 


F(z)-F(zx) =1—F(— x) 


defines an isomorphism of the order 2 of the semi-group. 
We may now define convolutions for any functious f(x) and g(x) belonging to 
R(D) by 


f(x) # g(z) = lim [flo, 21) ag(ı). 


o>+0 —o 


Since every function belonging to R(D) has a representation of the form (3.1), this 
convolution exists and is a commutative and associative operation in R(D). It may be 
observed that the linear set R(D) is made to a ring when the convolution is introduced 
as „multiplicative‘‘ operation and this ring is an algebra over the real numberfield. 

Remark. The Weierstrass transform of a d. f. F(x) could also have been defined by 

PER. 'roo(°z' di 
a o 

and we can define the Weierstrass transform of any function f(x) belonging to R(D) by 
this integral. Further a generalized Stieltjes integral of any functions f(x) and g(z) 
belonging to R(D) may be defined by 


b b 
Sr dgt) = lim SI g'(o, ı) dt 


for any finite or infinite interval. By the theory given above, it is easily seen that this 
limit exists and that the Stieltjes integral defined in this way coincides with the Stieltjes 
integral defined in section 4, when this integral has a meaning. We can use the definition 
above also if g(x) € R(D) and f(x) is any continuous function in (a, b). 


8. The Weierstrass norm. 
A norm of a function f(x) may be defined by 


I? II = sup |f@) |. 


If fe R(D), it has a Weierstrass transform f(o, x), defined for allo > 0. Then we intro- 
duce the norm 


N, = || fo, 2) ||, 
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which shall be called the Weierstrass norm or the W-norm of f. When we consider rela- 
tions in this norm, we shall require that these relations hold for allo >0. 


N,„[f] (as well as || / ||), has the following properties, which characterize a norm of 
a linear space: 


NM =0, N,[f] = 0 if and only if f(z) =, 
2 N,U+sl)sN,fM+ NL], 
3° N,[af] = |a |N,[f] for any real number a. 
We shall prove the second statement 1° only, since the other statements are evident. 
By (6.4), which holds for fe R(D), we get, if N,[f] =, 
0=limN ‚Lf] = lim | fo, x) | = | f(«) |, 


o—>0 


i.e. N,[f] = 0 implies f(x) = 0. Clearly the converse is true. Since 


N,Lf@)] = sup [et ("ar , 


we have, for a >(0, 
4° N,[f(ax)] = N„[®)]. 
For later purposes we further give the inequalities 
5° N,Ux*F]=sN,[fl for feR(D), FeD, 
6° N, s N, for [eR(D, O0 <o<So,. 
In fact we have 


N.{xP]= I * Fox 0(2)| < | rmx 2[2)|-N.m. 


what proves 5°. Inequality 6° is a consequence of 5° since 
o(2) = o(*) * °(}) 02 = 0? + (o')?. 
7 o o 
From now on we shall consider non-singular q. d. f.’s only. These form the class Q, 
and have the fundamental property 


Sat) = 
Hence we have 


(8.1) S at) = — Saft 
tıen tien 


for any n > 0. This relation shall frequently be used. 


When we consider integrals on intervals containing a closed interval (— n, 7) we 
call that part of the integral which belongs to (— n, n) the truncated part on (— n, n) 
and the rest of the integral the tailparts. 


Using (8.1) we get 
So 2-9) — 2 —91aftı) = [LO —1 + D- 2—1) — PlaN]dfl), 
or, introducing the function 
(8.2) k(z,1)=2d(2)—1 + 9(— 2 —1)— B(r—t)=209(2)—d(r—t)— D(r-+t), 
we obtain 


&3 Stat 9— De Nları) = [ka ı)artı). 
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In order to study the connection between f« Q, and its W-norm we shall use the 
relation (8. 3). 

To begin with we study k(z,t). As function of t it is even and k(z, 0) = 0, 
k(z, ©) = 2®(z) — 1. Further we have 

k(2,1)= ®(r—tı)— P(c-+t), 

and here the right side is non-negative for <>0,:1>0 (the unimodal property of 
®(x)). Hence for x > 0, k(x, t) increases from 0 to 2®(x) — 1 as t increases from 0 to . 
We have 


k(r,t) = — RD" (2 — 9), —Ii<O<A, 
and ®''(x) is negative and increasing for x > 1. Thus we get 
(8. 4) k(z,1) 28 |®"’(z + |t|) for || <a —1. 


Now we give boundaries of f and its truncated moments by the W-norm. 
Lemma 8.1. There exist finite absolute constants c,v=0,1,2,...;3,<«forv>2 
such that 
1° [dw <«N,f, 
tjzo 


» . [raw sen, 
ItiSo 
for all fe Q,. Conversely 
” nns« [aw+az, [um +64 [raw 
tlzo lt|=o tise 
with absolute constants c,, cı and cz. 
Proof. By the norm property 4° it is easily seen that it is sufficient to prove the 


lemma for o =41. By (8.3) we then get 
(8. 5) 2N,[/] 2 fkt« ı) df(t). 
Since k(z, t) Z 0 for x 2 0, we obtain from this integral, using (8. 4) and choosing x = 21"), 
2,12 |®"(3) | fear), 
1151 


what proves 2° of the lemma for »= 2 with c, = 2/|®’ (3) |. Then 2° obviously also 
holds for » >2 with c, < c,. Observing that k(2, t) = k(2, 4) for |t | > 1, from (8. 5) we 
further get 

2N, [fl k(, »faw, 


what proves 1° with c, = 2/k(2, 1). At last, using the definition of N,[f], we obtain, 
expanding ®(— t) below by Taylor’s formula, 


nnz| Jena — [a 
ze, Saar Saa—rlem| Sr. 


Since we have proved the existence of constants c, and c,, which satisfy 1° and 2°, we 
find by the last inequality that also 2° is satisfied with an absolute constant c, for» =1. 


?) This is not the best value. 








fo 


wi 


Cc 


an 
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The inequality 3° is a corollary of the following lemma: 


Lemma 8.2. /f feQ, and ö is any interval containing the closed interval (— o, 0), 
then any function v(t), having continuous derivatives of the first and second order for all t, 
satisfies the inequality 


Sroaro | <2sup|ow| Sara +lvo| Sea +3 suple"W| Sea. 


In fact we get 3° from this lemma if we put v(t) = 0” ) and choose ö as the 


interval (— oo, oo). 

Proof of Lemma 8. 2. We get the inequality if we estimate the tailparts on |t| > o 
of the integral on the left side directly and the truncated part on |t| < o after having 
expanded v(t) by Taylor’s formula. 


Theorem 8.1. There exists an absolute constant c such that 


N,UYx*g]=seN,[f] N.Ie] 
for all o >0O and all f and g belonging to Q,. 
Remark. If f only belongs to R(D) but g still belongs to Q,, we still have 


N, x g] s eN.ys[fl N,[g] 
with a constant c, which is independent on f, g and o. 
Proof of Theorem 8. 1. Using Lemma 8. 2 and Lemma 8. 1 we get for fe K#(D),ge @, 


NUxgl=sup SI, 2—dg(ı 
< {2essup |/(, 2) | + ca sup |1/(0, 2) | + Hos0® sup |1"(0, 2) |} N.lg)- 


Using again these two lemmas we obtain, when fe Q,, 
\f”(o,2)| = o”) (= df(t) 
e o’ o 


< . [2 sup | ©" (x) | + c, sup | BU’ (2) | + 3a sup |®”'” (2) } NV]. 


Combining the last two inequalities we get Theorem 8. 1. 
If only fe R(D) we use the relation 
= x 
0o,x) = f(o/Y2, x “© 5)» 
fo, 2) = oV2,)* @(_ v5 
and estimate f”(o, x) as follows 


fo, 2) = (eV) "+ [rem3 ı) D7+» (2) di 


< (0/3) N,yslil H |0°+ Du) lat. 


Then, combining these inequalities for » = (0, 1, 2 with the first one, we get the statement, 
in the remark on the theorem. 

We shall need the W-norm when we want to compare functions or sequences of 
functions and shall then use the following lemma: 
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Lemma 8.3. Let fe Q,g€0Q,. Then there exists a function y(o), depending on o only 

and tending to 0 as o — ©o, and an absolute constant e > 0 such that, for |x| = eoo, oe 1, 
ft) — g(e) |< N, —g] + vie) {Naolfl + Nu [e]} 
+ max {g(z + 200) — g(2), 8(2) — g(2 — 200)}. 

Remark. We may choose e= 3 and y(o) = e,D(— 0) + ez0®’ (— 0) + e30? |8'(— 0) | 
with absolute constants e,,e, and e;. 

Corollary. The inequality of the lemma holds for d. f.’s f and g and then we may choose 
y(e) = P(— o) for all x°). 


Proof. According to the property 4° of the W-norm, it is sufficient to consider the 
case o = 1. We have for 2 >o 


8.6) Ni—g12— [anal —ew) 
= [U 92a) —gW) 


> 19-0) Safw — [dw — S— Ola — Narr) — eW)\. 


z+e 7—-o 


Consider now 2 220 22 and estimate the last integral by Lemma 8.1 and Lemma 
8.2. Observing that ©(xz),®’(x) and |®’”(xz)| are decreasing for z»>21 and that 
(— ©, 2 — 0) contains the closed interval (— e, 0), we find that this integral is not 
numerically larger than 


Yılo) {Ne[f] + Nelg]} 


with a function y, (0) of the special form given in the remark on Lemma 8. 3. By Lemma 8.1 
we further have 


f a < «NM. 


+. 
Hence the inequality (8.6) may be written 
87)  —fHaero)+gsa@—o= fa) — f dgl) 


< N,’ —81+ Y(o) {Nelf] + Nelg)}; 


where y(o) has the mentioned form. Letting f and g change their places in (8. 7), we obtain 


(8.8) —g(z +0) +fle—o) s N,lf— 8] + Y(o) {Nelfl + Nele))- 
Changing x + o against x in (8. 7) and x — o against x in (8. 8), we get for x > 3o 
— fa) + g(@) s Nil/— 8] + rle) {Nelf] + Nele} + g(2) — g(z — 20), 
(2) — (2) < Nlf— 8] + vie) {Nelfl + Nelel} + g(z + 20) — (2). 
These two inequalities contain the inequality of the lemma in the case >30 (o=1). 


The case x S — 3o is transferred to the case x > 3e, if we define ft) = — f—1), 
g(t) = — g(—) and consider the non-singular normal q. d. f.’s f(t) and g(t). 








%) A lemma, giving a better estimation, when 9(z) has a bounded derivative in (— 00,00) is given in Berg- 
ström, On the Central Limit Theorem, Skandinavisk Aktuarietidskrift 1944, p. 143. 
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The corollary is obtained if we observe that the last integral on the right side of 
(8. 6) is not larger than @(— o), if f and g are d.f.’s, and that the W-norm of a d. f. is 
equal to 1. 

In order to study the truncated central moments, we introduce the truncated 
W-norm 


von, [e(’7')aro 
l<n 


and prove 


Lemma 8.4. Let f,g€ Qu. There exist absolute constants e‘'’ and e‘” such that 


S var —eW) SE’ N” —gl)+ en {N,{f) + Nılel} 


tlsn 


frr0O <n<sAi,»v=0,1,2. Here we may choose de’ =A, ey =. 


Remark. The inequality holds for 0 <n <o if we change N(" and N, against N\" 
and N, respectively and e)) against o’e. 
Proof. We have for any x 


| Sf Pa—t) ati) —eW)]) = N”lf—g]. 
tien 


Passing to the limit 2 — oo, we get 
(8. 9) S uw) —esW] = N” —el. 
tısn 


Further using Taylor’s formula we obtain for any x 


(8.10) 2N”[f—g]2 n [d(2z— 1) + P(— 2 — YJdalflı) — gl] 


IV 


S [10 + &(— 2)] —[®'(2) +9 (— 2)]t + [9 (2) +9" (— 2)] ai 


e|sn 


— [9""(a) + 9" (- a)] ar) AU) — 8) 
up a? S Falle + Ei). 


According to Lemma 8. 1, the last integral is not larger than c,{N,[f] + N,[g]}- Now we 
choose x = 0 and the plus sign in all brackets [ ] in (8. 10). Observing that ®'’(0) = 0 and 


. Sf 2° Jar) < E tdf(t) < nc,N,lf] 


for any f € Q,, from (8.9) and (8. 10) we get the inequality of the lemma for v=1. 
Choosing then x = 1, and the minus sign in all brackets [ ] we get the inequality of the 
lemma in the case » = 2. (We observe that ®’(x) = ®’(— x), ®''(z) = ®''(— x).) 

The statement of the remark on the lemma is easily obtained, if we observe that 
N,lf(o2)] = N,[fz)], Ni” Uox)] = NZ” If@)]. 


9. On the convergence of sequences of q. d. f.’s and d.f. ’s. 


Consider sequences {f„(x)} of non-singular normal q.d. f.’s (functions of the class 
Q,). We call such a sequence Q M-convergent if f„(z) > f(x) (n — 0) and f z’df„(2)>«,(n) 
lz| sn 


(n— oo) for v=14,2,..., where f(x) is a normal q.d.f., and the functions &,(n) are 


Journal für Mathematik. Bd. 198. Heft 8/4 18 
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finite for finite n (weak convergence of f„(z) to a normal q.d.f., i.e. to a function of 
the class Q, and weak convergence of the truncated central moments of f„(2)). 


Theorem 9.1. Let fn € @, and let f„(z) > f(z) €eQ (n— oo). Then {f„(x)} is QM- 
convergent, if f z’dfn(x) — &,(no) for the indices v = 1,2 and for some n, > 0 such that 


| 3 


+ no are continuity points of f(x). 

Proof. Applying corollary 2 of lemma 5. 1, we find that the convergence 
/n(z) > f(x) € @ implies the convergences 

(9. 4) Sf wd(e) - z’d/(x) (n- ©), 

nm slz|s nm n,s|z|=sm 

foranyv >Oif + n,and + n, are continuity points of f(x). Hence the weak convergence 
of the truncated central moments on |x |< n follows from their convergence for the 
special value 7 = n.. Further we have 

(9. 2) f vd) sm Sf adfa(e), 

=" lz2lsn 

and this quantity tends to 0 as (n— ©, n— +0)°) if » >2 and if.the conditions of the 
lemma are satisfied. Then all truncated central moments (»=1,2,...) are weakly 
convergent, when these conditions are satisfied. 


Theorem 9.2. Let f„(2)eQ, (n=1,2,...) and let fn(x2) > f(xz)eQ (n— ©). Then 
the convergence 


f x? dfn(2) > & (n— ©, n>-+0) 


z 7 
with a finite number &, implies the convergences 


%ifv=2 
0 fv>2 


(n — &) 


JS z’df„(x) — S z’df(z) + 

for any » such that + n are continuity points of f(x). The generalized integral on the right 

side exists and is finite for finite n. Conversely «, exists as a finite number, if f x? df„(x) 
x] 


n 


convergences weakly and /„(2) > f(x) € Q. 
Proof. Let the limit «, exist as a finite number. Then 
f lim sup f z?dfu(2) 


must be finite for sufficiently small 7 >0, and hence, according to (9.1), finite for 
any n < oo. Then, by (9. 1), we get 

S dd) Safe)  (In+o, m=+0) 
if + n, are continuity points of f(x). The (generalized) integral on the right side thus 
exists and is finite. Hence we get 


J z2dfn()> f rdf(z) + (n > ©). 


r i2|jz2» 


Using (9. 2), we obtain, in the same way, 


2 a’dfn(x) „ii f =’df(z) (n — oo) 
«, n zıcen 


9) We use the notation (n— n—) when we consider repeated limits in the order n—, n—, and the notation 





- ) when we consider the double limit. 
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for » > 2. Conversely, the weak convergence of f x’df„(x) to a limit &,(n), implies the 
lzlzn 
existence of «&,, since &,(n7) must be non-negative and non-decreasing for 7 >0. 
We shall call two QM-convergent sequences {f„(z)} and {g.(x)} QM-equivalent, if 
fn(z) — (2) >0 (n> oo) and [ ard[fa(2) — (2)]>0 for v»=1,2,.... 


lalsn 
According to theorem 9.1, it is suffiecient to consider » = 1,2 only. 


Theorem 9.3. Let f(x) € Qo, gn(z) €Q, and let {gn(x)} be QM-convergent. Then 
{n(z)} and {g„(x)} are QM-equivalent if, and only if, 


Nih—en-0 (nZe) 


m — © 
Remark. The last relation always holds if 
N „In — 9]>0 (no). 


Proof. Let {g.(2)} be QM-convergent and {f„(z)} QM-equivalent to {g.(x)}. Then 
we have 


(9. 3) 8n(2) > 8(2), fn(z) > g(z) (n > ©) 
with a normal q.d.f. g(x), and 

(9. 4) J zrdgn(2) > (7), S zrdfa(z) > (m) (n > ©) 

lz2|lsn jzlsn 
(,=1,2,...) with functions «,(n), which are finite for finite 7. We shall prove that 
n — 00‘ 

(9. 5) Na) >+0 ee 

Applying corollary 2 of lemma 5. 1 and the relations (9. 3) we get 
z—t n — 00 
(9. 6) Se( — ) at) — gm] - 0 ve 


uniformly in respect to x for every 7 > 0 such that + n are continuity points of g(z). 


Further, expanding ® (” = ) by Taylor’s formula, we obtain 


0.7) el )ena er) 


el = 


- (2) [ 000 (2) [ au. —e.0 


n 


ktlsn t n 


+92) [anne | 9" (ande) 
jel: isn 
( <@ <1). Let Pain “ continuity points of g(x). The first integral on the right side 
of (9. 7) tends to 0 as E u 2) according to (9. 3). The second and the third integrals tend 
to 0 as E _ >) ‚according to (9. 4). The last integral is numerically smaller than 
sup | 9" (2) | ws ‚Fall + Em] 


z Pr = this quantity tends to a value, which is arbitrarily 


small for sufficiently small »,. Since also (9. 6) holds, (9. 5) must then be satisfied. 


and, according to (9. 4), as ( 


18’ 
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Let (9.5) be satisfied and let {g.(2)} be QM-convergent. Then we find by 3° of 
lemma 8.1 
lim sup N, [g,] < 


n>® 


and by (9.5) 
Jim sup N,[/,] < lim sup {N,[g,] + N,U„ — 8,]} = lim sup N,[g,] < . 


Now we apply lemma 8. 3 to the difference f„ — gn and pass to the limit (n — oo, 0 — ©) 
in the inequality of the lemma with fixed 00 = e, choosing e such that x and x + e are 
continuity points of g(x). Then we obtain 


(9. 8) lim sup | fn(2) — (2) | S g(xz + 28) — g(x — 2e). 


Here we may choose e arbitrarily small. Hence, observing that x is a continuity point 
of g(x), we get fn(2) — g.(z) >0 (n— oo), and, since g„.(x) is QM-convergent, we also 
obtain the relations (9. 3). These relations imply (9.6). By (9.5) and (9.6) we get for 
the truncated norm 
N” ln — 8] 0 (n > ©) 

for every 7 > 0 such that + n are continuity points of g(z). 

Applying now lemma 8. 4 to the difference f„ — g„ and passing to the limit (n — ©, 
n— + 0) in the inequality of the lemma, we get 


(9.9) Srih)— HW)-0  (n-o,n-+0) 


for v = 1, 2. Combining this relation with (9. 1), which by (9. 3) is satisfied for f„(x) and 
&(x) with f(x) = g(x), we get, 


MEERE ne, 


if + n are continuity points of g(x). Observing that {g.(x)} is QM-convergent, we then 
find that (9. 4) holds for » = 1,2. Thus the theorem is proved. 

A sequence {f„(x)} of functions, having Weierstrass transforms, shall be called 
Cauchy convergent in the W-norm if 


N, —1n]-0 (7 x = 


m © 


Theorem 9.4. Let f„(2)e Q, (n=1,2,...). In order that {f„(x)} be QM-convergent 
it is necessary and sufficient that {f„(x)} is Cauchy convergent in the W-norm. 

Proof. I. The necessity of the conditions is obtained from theorem 9.3 if we put 
Em(z) = fm(?). 

II. Let {f„(z)} be Cauchy convergent in the W-norm. Then, if A is any positive 
number, there exists a positive integer m, such that 


N, In — fm) < A forn>m.. 
Hence 
lim sup N,[/,] = lim sup {N, [1] + N. — 11} = N.Um] + 4, 


n>®@ n>@ 


i. e. N,[f,] is uniformly bounded in respect to n for any given o > 0. Applying lemma 8. 1, 
we then find that {f„(z)} and its truncated central moments of the first and second order 
on |x | < n are uniformly bounded in respect to n for any x +0 and any n < . 








ir 
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Let r,,r9---,?s... be some arrangement of the enumerable set of all rational 
numbers, which are different from 0. Proceeding in the classical way, from the sequence 
1,2,..., we select a sub-sequence N,, such that {f„(z)} converges in the special point r,, 
when n passes to oo through N,, from N, we select a sub-sequence N,, such that {f„(z)} 
converges in the point r, and so on. Forming then the diagonal sequence N, whose first 
element is the first element of N,, whose second element is the second element of \,, and 
so on, we get a sequence N such that {f„(z)} converges in every point r,asn — oothrough N. 
We put 

lim f(r,) = vfr,). 
nes 
Thus the function v(r,) is defined for all rational numbers + 0. Now we define v(x) for 


all z=+0 by 
v(z) = sup vf(r,). 


r,>% 


r. >0,ifz >0 


8 


At last we put f(x) = ${v(z +0) + v(x—0)} for all x. 
Let now z + 0 be any continuity point of v(z). Then we choose rational numbers 
€, and £, arbitrarily close to x (thus of the same sign as x). For &, <xz <&£,, we have 


In(&) S In(2) S Inl&2), v(E) Sol) S v(E,). 


Since fn(&,) >v(Eı), fn(&3) > v(&) (n— oo, n € N) and v(£,) and v(£,) are arbitrarily close 
to v(z), we get 
In(z) > v(x) (n-oo,neN). 


Hence f„(2) >v(z) and rn(2) > flz) (n—-o,ne N). 
Now we prove that f(x) € @. Obviously, it is non-decreasing for x +0), and, accord- 
ing to its definition, it satisfies the relation 


fa) = fe +9) + fe —0)] 


for all x. It remains to prove that |f(z) |-0 (|z |— ). 

Applying lemma 8.3 to the difference f„(z) — fm(z), and, for fixed o > 0, passing 
to the limit (n — oo, e > oo) in such a way that x = 4oo and zand x + 200 are continuity 
points of f(z), we obtain 

lim sup gm sup | fn(2) — fm(2) l < lim sup N, [fa(2) — /m(2)] 


0>» n>» 


+ lim sup {fm(z + 200) — fm(z — 200)}. 


0>0© 


The left side is equal to f(+ ©) since fm(+ oo) = 0 and since f(+ oo) obviously exists, 
f(x) being non-decreasing. By the first argument we also find that the second limit on the 


right side isO. Passing now to the limit m — oo and observing that N, [rn — m] — 0 ( . u o ) 


we get f(+ ©) = 0. In the same way we prove that f(— ») =. 

Let n, be a positive number such that + 7, are continuity points of f(x). 
Since the truncated central moments of f„(z) on |x |< n, are uniformly bounded in 
respect to n, we can select a sub-sequence N < N such that f xzdf„(x) and f x? df„(z) 


w-. 
En 


converges to finite numbers for the special value 7 = n, when n passes to oothrough N. 
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Then we find by theorem 9. 1 that {f„(z)} (ne N) is @M-convergent. According to theorem 
9. 3, any sub-sequence of {f„(z)} is Q M-equivalent to {f„(z)} (ne N), since N,[f,— f„]— 0 


m ee! Thus the theorem is proved. 
m © 


We shall deduce two theorems for d. f.’s. 
Theorem 9.5. !f {F„(z2)} and {G„(x)} are sequences of d.f.’s and G„(x) »G(x) 
(n -» oo), with ad. f.G(x), then we have F„(x) > G(x) (n -» oo) if, and only if, N, [F,—G„] — 0 


(n > ©). 
Theorem 9.6. /f {F,(z)} is a sequence of d.f.’s, then F,„(x) >F(xz) (n— oo) with 
ad.f. F(x) if, and only if, {F„(x)} is Cauchy convergent in the W-norm. 


Proof. Observing that {F„(z) — e(x)} is a sequence of non-singular normal q. d. f.’s, 
we get the theorems 9. 5 and 9. 6 as corollaries of the theorems 9. 3 and 9.4, since the 
conditions for the truncated moments are trivial when F,(2)>F(z) eD. 


At last we prove 
Theorem 9.7. /f F„(z2) > F(x), G„(2) > G(z) (n — oo) with d. f.’s F(x) and G(x), then 
F„(2) # Gn(z) > F(x) * G(x) (n— ©). 
Proof. Using the identity 
Fo —F*G=F,* [a —G]+6G%* [FR —F] 
and the properties of the W-norm, we get 
N,[F„*6„—Fx*G] = N,[G,—6C]+ N,[F„—F). 
Then applying Theorem 9.5, we obtain the theorem. 


We end this section by the following remark. The QM-convergence can also be 
considered for double sequences and then at repeated limits or double limits and we may 
consider uniform convergence in respect to one parameter when the other tends to »o. 
It is easily seen that the Theorems 9. 3., 9. 5 and 9. 7 hold in all these general cases. 




















Über einige Anwendungen Dedekindscher Summen. 


Von €. Meyer in Hamburg. 


Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit ist durch eine Bemerkung von Hecke [8] veranlaßt worden, 
der in einer wichtigen Abhandlung über die Berechnung der Klassenzahl gewisser total- 
imaginärer biquadratischer Zahlkörper die Aufgabe stellte, einige einfache Invarianz- 
und Kovarianzeigenschaften der in der Klassenzahlformel jeweils auftretenden, aus 
funktionentheoretischer Quelle stammenden Strahlklasseninvarianten elementar-arith- 
metischer Natur unmittelbar an diesen Ausdrücken selbst, ohne Zuhilfenahme der 
Funktionentheorie, nachzuweisen. Diese Aufgabe ist auch in der Monographie des Ver- 
fassers [15] über Klassenzahlen ungelöst geblieben, da ihre Erledigung zu weit aus dem 
dortigen Rahmen herausgeführt hätte. Die genannten Klasseninvarianten sind nun, nach 
der von Rademacher [18] vorgeschlagenen Bezeichnungsweise, im wesentlichen Dedekind- 
sche Summen und gewisse bislang nicht betrachtete Verallgemeinerungen solcher Summen, 
und die fraglichen Invarianz- und Kovarianzeigenschaften spiegeln sich wider in merk- 
würdigen arithmetischen Eigenschaften der Dedekindschen Summenausdrücke. Dieser 
Zusammenhang scheint Hecke entgangen zu sein, obwohl Hecke die Untersuchungen von 
Dedekind [2], die dieser gelegentlich der Ausführung einiger Notizen aus den Riemann- 
schen Fragmenten über die Grenzfälle der elliptischen Modulfunktionen angestellt hat, 
erwähnt, ohne jedoch selbst weitere arithmetische Folgerungen daraus zu ziehen. 

Bei dieser Einordnung der Heckeschen Fragestellung in die Theorie der Dedekind- 
schen Summen erscheint es, auch in Hinblick auf einige zu gebende weitere funktionen- 
theoretische und arithmetische Anwendungen, zweckmäßig, eine systematische Theorie 
der Dedekindschen Summen und ihrer Verallgemeinerungen den Anwendungen voran- 
zustellen. Dabei ergeben sich naturgemäß manche Berührungspunkte mit den von Rade- 
macher [18], [19] und Rademacher-Whiteman [21] gegebenen Darstellungen dieser 
Theorie. 

Im ersten Abschnitt werden die speziellen Dedekindschen Summen nebst An- 


wendungen behandelt, die erstmalig in der Dedekindschen Transformationsformel für die 
24 


Funktion log YAlr) = log n(r) bei Modulsubstitutionen als Summandensysteme auf- 
treten. Unabhängig von ihrer analytischen Bedeutung werden sodann die Dedekindschen 
Summen rein-arithmetisch untersucht. Anknüpfend an eine von Maier [13] gestellte 
Aufgabe erhält man unter Benutzung einer auf Eisenstein [3] zurückgehenden trigono- 
metrischen Formel für die mit dem kleinsten nicht-negativen Rest R(z) mod* 1 gebildete 
Funktion P,(z) = R(x) — 4 aus gemeinsamer Quelle dann unmittelbar die verschiedenen 


Zusatz bei der Korrektur : Erst beim Druckfertigmachen dieser Arbeit, die im Juli 1955 der math.- 
nat. Fakultät der Universität Hamburg als Hab.-Schrift eingereicht war, erhielt ich Kenntnis von der Abhand- 
lung „Zur Theorie der Dedekindschen Summen‘ von H. Rademacher (Math. Zeitschr. 68 (1955/56), 445— 463), die 
mit der vorliegenden Arbeit teilweise enge Berührungspunkte aufweist, jedoch hierauf ohne Einfluß geblieben ist. 
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Darstellungsarten der Dedekindschen Summen, nämlich einerseits die von Dedekind [2] 
stammende, in P,(x) bilineare Summenformel, andererseits die gelegentlich von Rade- 
macher [19] und Redei [22] verwendete Cotangentenformel. Diese letztere Formel ist 
dann auch zum Beweis der Reziprozitätsformel für Dedekindsche Summen, des zentralen 
Theorems der ganzen Theorie, sowie zur Herleitung der außerordentlich wichtigen, in der 
Funktion P,(x) linearen Summenformel für Dedekindsche Summen herangezogen worden. 
Auf die ursprüngliche bilineare Darstellung gründet sich dann, ähnlich wie bei Rade- 
macher [18], der Beweis für die Kompositionsregel der einer unimodularen Matrix M zuge- 
ordneten Rademacherschen Matrixfunktion ®(M), die wesentlich mittels einer Dedekind- 
schen Summe gebildet ist. Im Anschluß an diese allgemeinen Darlegungen folgen dann 
einige Anwendungen auf Funktionentheorie und Arithmetik. Hier bietet sich zunächst 
die altberühmte Aufgabe der expliziten Bestimmung derjenigen 24-sten Einheitswurzeln 
24 


dar, welche die Funktion VAlr) = n(r) bei linearer Transformation annimmt. Die 
Rechnung gestaltet sich unter Zugrundelegung der Linearformel für Dedekindsche Summen 
außerordentlich einfach und, wie es scheint, durchsichtiger als bei Rademacher [20] 
geschehen. Als Anwendung aus der rationalen Zahlentheorie wird sodann ein Beweis des 
quadratischen Reziprozitätsgesetzes gegeben, der an die auf Zolotareff [25] zurückgehende 
Deutung des Legendre-Jacobischen Symbols als Permutationscharakter anknüpft. Der 
hierbei aufgedeckte Zusammenhang zwischen Inversionsanzahlen in gewissen Permu- 
tationen und Dedekindschen Summen scheint deswegen bemerkenswert, weil damit die 
Dedekindschen Summen endlich eine inhaltliche anzahlmäßige Bedeutung erhalten haben, 
und eine von Sali& stammende, unmittelbar zum Reziprozitätsgesetz hinführende merk- 
würdige Reziprozität zwischen solchen Inversionsanzahlen erweist sich als äquivalent 
mit der Reziprozitätsformel für Dedekindsche Summen. Den Schluß des ersten Abschnitts 
bildet der Nachweis der Invarianz- und Kovarianzeigenschaften der eingangs erwähnten 
elementar-arithmetischen Klasseninvarianten. Genauer handelt es sich dabei um Ring- 
klasseninvarianten zu reell-quadratischen Zahlkörpern, wie sie in den Klassenzahlformeln 
des Verfassers [15] teilweise auftreten. 


Im zweiten Abschnitt werden die allgemeinen Dedekindschen Summen nebst 
Anwendungen behandelt, die in der Transformationsformel für den Logarithmus der 
normierten Kleinschen f-ten o-Teilwerte log o,, bei Modulsubstitutionen aus der Haupt- 
kongruenzgruppe f-ter Stufe als Summandensysteme auftreten. Diese allgemeinen 
Summen lassen sich auf die speziellen Dedekindschen Summen sowie gewisse einfachere, 
von Eisenstein [3], Stern [23] und anderen betrachtete Summen zurückführen. Auch hier 
läßt sich wieder mittels solcher allgemeinen Dedekindschen Summen jeweils eine Matrix- 
funktion ®,,(M) für unimodulare Matrizen M aus der Hauptkongruenzgruppe f-ter Stufe 
definieren. Der Beweis der Kompositionsregel für ®,,(M) ist jedoch wesentlich schwieriger 
als im speziellen Fall, da hier im Gegensatz zur vollen Modulgruppe Erzeugende der 
Hauptkongruenzgruppe explizit nicht zur Verfügung stehen. Im ‚Anschluß an diese 
allgemeinen Darlegungen folgt dann jeweils eine Anwendung auf Funktionentheorie und 
Arithmetik: Das Multiplikatorsystem der Kleinschen o-Teilwerte bei Modulsubstitutionen 
aus der Hauptkongruenzgruppe f-ter Stufe wird explizit bestimmt, und zum Schluß wird 
der Nachweis der Invarianz- und Kovarianzeigenschaften der eingangs erwähnten ele- 
mentar-arithmetischen Strahlklasseninvarianten, wie sie in den Klassenzahlformeln von 
Hecke und dem Verfasser auftreten, erbracht. 
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I. Spezielle Dedekindsche Summen. 
24 
$ 1. Die Transformationsformel für die Funktion log VA(:) bei Modulsubstitutionen. 


1. Die zum Gitter mw = (?:) gehörige Weierstraßsche Diskriminante 


(1.1) Aw) = g;(m) — 275 (m) 


verhält sich als Funktion des Gitters im Endlichen regulär und ist dort von Null ver- 
schieden. Sie ist eine Modulform erster Stufe und hat als solche die Dimension — 12. Es 


© 
U 


sei die Normierung der Gitterbasis | so getroffen, daß der Basisquotient r = 1 einen 


de »g 
(a 
Imaginärteil $(r) > 0 hat; dies ist gleichbedeutend damit, daß sgn = = +1 aw- 


fällt, wenn ö(mw) = ö(};) die bis auf das Vorzeichen durch w eindeutig bestimmte Deter- 
minante des Gitters bezeichnet. Im Unendlichen besitzt dann A(}:) in der Ortsunifor- 
misierenden 
g=e" mit |g | <A 

die Produktentwicklung 

2 12 © 2 

(1.2) K)=() naar“. 
02 m=1 


Demnach ist der im Unendlichen normierte Zweig ihrer 24-sten Wurzel 


w|- 


24 1 
2 a ZE 
d.3) Yan=(,) F mu—n 
2 m=1 
eine zweideutige, im Endlichen reguläre und von Null verschiedene Modulform der 
Dimension —}. Sie hängt vermöge der g-Entwicklung (1.3) mit der inhomogenen 
Dedekindschen Modulfunktion 


1 L 
(1. 4) nl?) = q* TA — 4”) 
m=|1 
durch die Beziehung 
24 3 
2 
(1.5) Ya) =(C*) no 
2 
zusammen. 


ab 


Es sei nun u=-( 
cd 


) mit |M|=ad—be= +1 eine beliebige ganzzahlige 


ar+b 


unimodulare Matrix und M(r) = die zugeordnete linear-gebrochene, inho- 


cr+d 
mogene Modulsubstitution in der Variablen r. Dann läßt sich die Differenz 
24 
O3 ru Z % e 
10g YALM(=)) — log YACC) = log V I (2) 
VA(.) 


als in der oberen r-Halbebene eindeutige, reguläre Funktion der einen komplexen 
Variablen r erklären durch 
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24 
VA(M(%)) 1 ai[actb 
VA.) 
© © 4 2 M(r) 
PER a ——n 
= = n rt 
< 1 ni ([ar+b 
-— Ziegler + +, =) 
4 erinr M(r) 
=. NA— exin . 
Hierin bedeutet log (cr + d) den Hauptwert des Logarithmus mit 
— x <&llog(er + d)) <r fürc +0, 
_ jlogi=0 RN 
(1.7) log (cr +d) = Bien für c=0 


und dann a=d= +1. 
Ferner ist allgemein abkürzend F (M(r)) — F(r) = F(r) |" gesetzt. Dann besteht 


im nicht-trivialen Fall c + 0 die folgende, gleich für beliebige a mit $(r) + 0 formu- 
2 


lierte Transformationsformel (Dedekind [2], Tannery-Molk [24], Mellin [14], Rademacher | 
[18], Meyer [15]): 
24 


VA(M(:)) ö(2:) 


„jatd 1 \ 
(1.8) log = sgn 9; mi ( 12c 7 5gne—sgncs(a, 9). 
VA“) 
Hierin bezeichnet 
(1.9) s(a, = 2 Pı(“) Pı(#) 
a mod e c c 


die dem ganzzahligen, teilerfremden Argumentpaar a, c zugeordnete (spezielle) Dedekind- 
sche Summe. Dieser Summenausdruck ist mittels der stückweise linearen unstetigen 
periodischen Funktion 

(1. 10) Pı(@) =2— [2]—3= R(ia)—} 


gebildet, die für0 < x < 1 mit dem ersten Bernoullischen Polynom B,(z) = x — % über- 
einstimmt. Die Summation ist dabei über ein beliebiges volles System von Resten 
#=0 modc zu erstrecken; das Auslassen von au = 0 modc sei durch den Strich am 
Summenzeichen angedeutet. 


Im trivialen Fall ce = 0 dagegen ergibt sich wegen a=d= +1, also mit 


of a 
u; = ( 0 ja 


aus der Definitionsgleichung (1. 6) jeweils die Transformationsformel 
d(%:) Zrib 








24 Pr PR 
VA(M; (2) 2% ür Mg, 
u Fe a 
2) (Mi 2m u 
VA“) —sgn (3 + ) für M,. 


2. Aus der Dedekindschen Transformationsformel (1.8) lassen sich tiefliegende 
arithmetische Folgerungen ziehen. Zunächst ist zu bemerken, daß die rechte Seite jener 





u. rn Ih 


rn 
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Formel von dem komplexen Variablenpaar (2), bis auf das durch ö(}:) bestimmte 
2 


B 


Vorzeichen, ganz unabhängig ist. Ist dann 7’ = ( 0) die eine Erzeugende der Modul- 


1 
gruppe, so gilt nach dieser Bemerkung also für die linke Seite auch 
24 24 
A(M(T [AM 
10 AMT) _ AM) 
VA(T(%)) VA.) 


Nun ist aber, wie leicht zu sehen, bei positiver Orientierung der Gitterbasis, für cd = 0 


24 a” 24 24 
1og VAMLTEN) _ . VAIMTm) u. VAT) rend 


24 j I 24 l 4 
VA(T()) VA.) VA.) 
| und hierin ist nach (1. 8) unmittelbar 
24 
” Far 2) | _ m 
VA«.) 
Somit folgt wegen MT — ( )) A )) .- ( e- ‘) durch Vergleich der rechten Sei- 
ce d/\1 0 d—c 
ten in (1.8) jeweils: 
a+d 1 
Me zsgne—sgnc: s(a, c) 
_b—e __(4+ sgne) (1 — sgnd) 


1 1 
194 —7zsgnd — sgnd-s(b,d)+, 4 


Aus der expliziten Formel für die Dedekindschen Summen in (1. 9) erhält man nun durch 
Summationstransformation und Beachtung der für nicht-ganzes x gültigen Spiegelungs- 
formel P,(— x) = — P,(x) sofort die Gleichungen 


s(a,c) =s(d, c), s(b, d) = — s(c, d). 





Somit wird weiter 
ad+d—be+c 1 


sgnc-s(d,c) +sgnd-s(c,d) = DT zen (cd) 
_@+a+1 1 
Baar - °= lee So aan 


letzteres unter Beachtung der Gleichung ad — be = 1. Damit ergibt sich endlich die für 
ein beliebiges ganzzahliges, teilerfremdes Zahlenpaar c, d, mit cd + 0, gültige grundlegende 
Reziprozitätsformel für die Dedekindschen Summen (Dedekind [2], Tannery-Molk [24]) 


(1.12) sgnc-s(d,c) +sgnd-s(c,d) = 


oder auch 


d c 1 1 
ide + 12a + 12a zen (ed), 
12cd (sgn ce s(d,c) + sgnd-s(,d))=®+d+1—3|cd|. 
Man führe nun mit Rademacher [18] die folgende Matrixfunktion ein: 
a+d 


ab : — 12 sgnc-s(a,e) fürc +0, 
(1. 13) nk ö 
d 


fürc=0,d= +1. 


19* 
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Hiermit schreibt sich dann die Transformationsformel (1. 8) in der Gestalt 


VAME)) _ gg ED ( 


4 1 
(1.14) log ig snc+ 0), 
VA) 
und die triviale Transformationsformel (1. 11) lautet 
. ö() ri 
24 @ ® M fü Mm: 
Va) |" u a Br: 
1.15) g — = 3 2 
ai 2) 2mi Jr 
VA(.:) ME (—6+0®(M,)) für M,. 


Es seien jetzt M, = ( = er ‚M,= & ” zwei beliebige ganzzahlige unimodulare 
1 1 2 2 


Matrizen, M, = ” 0 Fr — M,M, ihr Produkt. Dann folgert man bei Hintereinander- 


ausführung der altzenanen Modulsubstitutionen aus den vorstehenden Transforma- 
tionsformeln durch Vergleichung die folgende Kompositionsregel für die Matrixfunktion 
®(M) (Rademacher [18]): 


(1. 16) ®(M,) = ®(M,) + ®(M,) — 3 sgn (c1C2C5). 


Die beiden funktionentheoretischer Quelle entstammenden Formeln (1.12) und 
(1.16) beinhalten Aussagen elementar-arithmetischer Natur, und es entsteht somit die 
Aufgabe, die Beweise hierfür auch auf rein-arithmetischem Wege zu erbringen. 


$ 2. Umformungen Dedekindscher Summen 
und independenter Beweis der Reziprozitätsformel. 


1. Es seien m und n positive ganze, zueinander teilerfremde Zahlen, ferner £,„ eine 
beliebige primitive n-te Einheitswurzel. Dann betrachte man, einem Ansatz von Maier [13] 
folgend, die Doppelsumme 


(2.4) BJ. 


gm 
»modn Amodn, Sn 


I“ log (1 — £5). 


Hierin ist die Summation jeweils über ein beliebiges vollständiges System von Resten 
x #0 mod n bzw. A #0 mod n zu erstrecken, a. der Logarithmus ist durchweg als Haupt- 


wert, mit Imaginärteil zwischen — = und 7 z ‚ zunehmen. Man erkennt durch Summa- 
tionstransformation, daß die komplexe Zahl s,, „ rein-imaginär ist. Vermöge der Formel 


log (1 — e?”) = log2 |sinrz | + niP,(z) für x #0 mod*+1 


lassen sich die Logarithmen in (2.1) eliminieren. Man erhält so auch, falls speziell 


2Zai 


6 =e L gewählt wird, 


. ‚ ’ + - aA % 
(2. 2) nzmr 2 m Pr) 


gms 
»modn Amodn Sn 


=n 2 2 ce” ap ı(#). 


»modn Amodn 





li 


0Q 
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da die Summation über die logarithmischen Bestandteile keinen Beitrag zur Summe s,, „ 
liefert. Vollzieht man zunächst weiter die Summation nach * mod n, so ergibt sich der 
geschlossene Ausdruck 


an zer 
Damit wird einerseits 
(2. 4) Sun = 2 zes” ) ctg (= 1). 
Schreibt man dagegen s, „ nach Summationstransformation in der Gestalt 
mir zer. .p(= ), 
»modn amodn 6, —1 , 


so kann man auch zuerst die Summation nach A mod n in geschlossener Form durch- 
führen. Man schreibe nämlich einfach 
+1 4+1 
ä -. 3 e na __ L 
BE e—1 bet & u j | 1) 
Durch Entwicklung in geometrische Reihen und Aufsummation erhält man dann zunächst 
die Formel von Eisenstein [3] (Stern [23], Redei [22]) 


+1 x 
(2. 5) ER Ze ’= 2nP,(*). 
Damit wird andererseits 
} x 
(2. 6) Snn = u (% 2 P, (2): 


und durch diese Darstellung ist die Summe s,, „ auf Grund der Definitionsgleichung (1. 9) 
ınit der Dedekindschen Summe s(m, n) vermöge der Relation 
(2.7) Sm,n = 2nin » s(m, n) 


verknüpft. Auf diese Weise hat man jetzt nach (2. 4) und (2. 6) für die Dedekindsche Summe 
s(m, n) selbst die beiden formal ganz verschiedenen Darstellungen (Rademacher [19]) 


(2. 8) s(m, n) ee P, (" ») P,(* )= TER CH x) cte(% x). 

Statt der trigonometrischen Formel für s(m, n) kann man hierfür auch einen Aus- 
druck in der Gaußschen Funktion Y(z) = a ) 
Ansatz in (2. 1) eigentlich erst begründet MB... 5 (Maier [13]). Nach Gauß [6] (Nielsen 


[17], Lösch-Schoblik [12]) besteht für ein rationales Argument . mit 0 < z <1,q9>0 


angeben, wodurch der logarithmische 


die Formel 
(2.9) Y(P)+logg + C= z urlogt— in, 
emodg 
wo C = —-Y(1) die Eulersche Konstante bezeichnet. Damit wird dann auch (Mellin [14]) 
am A 
(2. 10) s(m, n) = u P de ( ) Y (%)- 
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Diese letzte Formel ergibt sich übrigens auch unmittelbar aus der trigonometrischen 
Darstellung für s(m, n) in (2.8), wenn man darin vermöge der Beziehung 


Y(x) -—Yii—z2) = —nctgnz 


die Gaußsche Funktion Y(x) einführt. 

2. Eine andersartige, außerordentlich wichtige Umgestaltung läßt sich nun noch für 
den Fall eines ungeraden n mit der Dedekindschen Summe s(m, n) vornehmen. Sei also 
jetzt neben (m, n) = 4 auch noch n = 1 mod 2 vorausgesetzt. Dann erhält man aus der 
trigonometrischen Darstellung durch die Summationstransformation «> 2x der Reihe 
nach zunächst 


stm, n) =; ey ot" x) og (5 ) 


x” modn 
1 2 7 2rm 7 
rel) 
ı /A 7 4 7 
ee 
s 2rm 7 
ze el) 


Daraus folgt nach (2. 8) durch Vergleichung 


3 4 3 n 1 . 2m nt 
al) 2, ee) 
oder auch, wenn man in der ersten Summe rechts wieder «> 2x ersetzt und sodann in 
beiden Summen die Summation auf die erste Hälfte des normierten ursprünglichen 


Summationsbereichs beschränkt, 


n—1 n—1 
3 1 WR. 2m 2n u n 2rm 
(2. 11) z sm, n) = eier tg = ») eig (7 *)— zZ ıe(% .) org z ) 


Die rechte Seite von (2. 41) läßt sich nun wieder in rationaler Form schreiben. Dazu 
knüpfe man an (2. 5) an. Ersetzt man hierin «> mx, ferner den Summationsbuchstaben 
A>24, so erhält man durch Summation über die erste Hälfte des vollen Summations- 
bereichs x #0 mod n 


n—1 n—1 
zrla)-m,Z. ze Klee = A per ar 
eh ME 
 2n amodn a —A >. 
also auch 


n—1 


. 2 1 Fa u | ge _—4 
2.12 pi” Er ‚ on Ti, on 
( 2 1 a. In 1 mi 





n—1 
1 2n 2 fr fer 
ee) 


Führt man nun einen socius m’ zu m ein, d. h. eine Lösung der Kongruenz 


mm’ =1 mod n, 








so 
su 


50 


Wi 


ar 
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so ergibt sich aus (2. 11) unter Beachtung der letzten Gleichung (2. 12) gerade die ge- 
suchte wichtige Formel 


n—1 n—1 
2 2m a 2 m’ 
a smn--3 227 )-3 285) 
worin, im Gegensatz zur ursprünglichen Definitionsformel (1.9), die Funktion P, (x) 
nur linear auftritt. 


Für diese auf Riemann und Dedekind zurückgehende Formel haben Rademacher 
und Whiteman [21] einen ganz anderen, rein-rationalen Beweis gegeben. Unter Ein- 
führung des größten Ganzen [x] unterhalb x kann man wegen P,(z) = 2 — [2] —} 
hierfür auch schreiben 


n—1 n—1 
2m 2 : [m 
“ nn. Si 
n n 


BR Tec n—i n—1i m+m' 

(2. 14) s(mn)=z 23 + u a 
Dieser letzten Formel für s(m, n) kann man eine entsprechende an die Seite stellen, wenn 
man in der ursprünglichen Definitionsgleichung die Funktion P,(x) durch die arith- 
metische Funktion [x] ersetzt. Nach (1. 9) bzw. (2.8) ergibt sich so leicht 

BE: Dr | (n—A)(2n—1) n—i 

(2. 15) sim) =—, Zr" | +m 6n Er 
was dann auch für gerades n mit (m, n) = 1 richtig ist. 

Aus den beiden letzten Darstellungen (2. 14) bzw. (2.15) entnimmt man un- 
mittelbar, daß die Dedekindsche Summe s(m, n) im allgemeinen den genauen Nenner 6n 
besitzt. Ferner folgt einerseits aus (2. 14) die Kongruenz 


(2. 16) 12n-s(m,n) = m-+ m’modn, 


andererseits für denselben Ausdruck aus (2. 15) die Kongruenz 











”=1 


n—1 
(2. 17) 12n-s(m,n) = —12 5» 
v1 





= 2 + 2m modn. 


Zusammengenommen hat man also 
n—1 


122»|” v‚=2m—(m-+ m’) = m— m’modn, 
v1 





d.h 
n—1 
(2. 18) m -m—12 27%» 


v1 


modn. 





Hierdurch ist in Erweiterung eines Ergebnisses von Lerch [10], der n als Primzahl an- 
nimmt, für den socius m’ zu m mod n (das Inverse zu m in der primen Restklassengruppe 
mod n) ein expliziter Ausdruck angegeben. Die Darstellung (2. 18) gilt übrigens, wie 
Rademacher [18] vermöge (1. 12) gezeigt hat, auch für den hier ausgelassenen Fall eines 
geraden n mit (m, n) =1. 

3. Der Beweis für die grundlegende Reziprozitätsformel der Dedekindschen Summen 
in (1.12) läßt sich, ganz unabhängig von der in $ 1 gegebenen funktionentheoretischen 
Herleitung, auf eine einfache rein-algebraische Identität gründen. Hierbei können offenbar 
in Hinblick auf die trivialen Regeln 


(2. 19) s(m, —n) =s(m,n), s(—m,n) = — s(m, n) 


m und n, wie bisher in $ 2, als positive ganze, zueinander teilerfremde Zahlen voraus- 
gesetzt werden. 
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Es sei {„ eine beliebige primitive m-te, Z„ eine beliebige primitive n-te Einheits- 
wurzel. Dann gilt identisch 
za +1_ mz+i1 ri. GcH+i 
z#—1  umodm Ch r— 1’ —i u 7 Gz—1 
Mittels dieser Partialbruchformeln kann man die einfachen trigonometrischen Summen- 
darstellungen für die Dedekindschen Summen s(m,n) und s(r, m) in (2.8) zu einer 
Doppelsummendarstellung jeweils auseinanderziehen. Man erhält so in komplexer Form 
zunächst 


(2.20) m 


— Amn:s(m,n)=m 5 


m+1 SH_— ( z Matt). Hi 
Amodn im —4 1 A modn \u modm Be) u kr 

‚+ 5+1l_ ( 5 + + 
—— ee * er —1 n—1 -. E} 1 1 


Daraus folgt durch Addition, unter Beachtung von (2. 8), 


— Amn (s(m, n) + s(n, m)) = 


ini ‚5u+1 (2 +4 i (7) i (>) 
"Eu e9 Gu—1 Zt a-ı vo 1 TB. 1 
Gi +1 
=2 5 ' tr — An: s(1,n) — Am: s(i, m 
„2. „a (,—i) (4 —1) 
1 1 
= 2 ‚zftt 5 + 1 + een) ar tn) — 4m stm). 
Hierin ist nun 
B 1 gZ B4 1 Bet B% ei 
» mod n 5—1 gr 9 & ’—i » mod n —1’ 
also 
‚ Bin 2 X n—1, 
a u—1 u 1.2. . 2 . 
analog ist 
i 1 m—iA 
u mod m —1 ee 2 


Ferner ist die spezielle Dedekindsche Summe 


u Fe Hi a, u 
un= zrlr)= 2; 2) 0-1 t 
analog ist 
m 1 1 
Ahm=-n—z tem 


Trägt man die rationalen Werte aller dieser Summen auf der rechten Seite ein, so wird 
weiter 
— Amn(s(m, n) + s(n, m)) = 


(m—1)(n—1) (m—1)(n—1) 
TI I 


n m 


1 1 1 1 
nl 4+ on) im 3 -7+ 6m) cr Task Due \ 
oder endlich auch 
(2. 24) 12mn (s(m, n) + s(n, m)) = m? + n® +1 — 3mn. 
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Hieraus folgt schließlich nach (2. 19) unmittelbar die allgemeine Reziprozitätsformel der 
Dedekindschen Summen für ein beliebiges ganzzahliges, teilerfremdes Zahlenpaar m, n 
mit mn #0: 

(2.22) 12mn (sgn n- s(m,n) + sgn m- s(n,m)) = m® + n® +1 — 3 | mn |. 


Setzt man der Einfachheit halber wieder m und n als natürliche Zahlen voraus, so 
läßt sich die obige Reziprozität (2. 21) unter Benutzung der Darstellung (2. 15) für die 
Dedekindschen Summen auch in der folgenden damit gleichbedeutenden, gelegentlich 
von Rademacher [18] hervorgehobenen arithmetischen Form wiedergeben: 

m m—1 
—vı+n 
n 2» 


(2. 23) en. = 15 (m—1)(n—1) @mm—m—n—1). 











= 
m 
$ 3. Die Kompositionsregel für die Matrixfunktion ® (M). 


1. Es sei M= ( .) eine beliebige ganzzahlige unimodulare Matrix mit der Deter- 


minante | M | = ad — be = + 1. Dann ordne man mit Rademacher [18], wie schon in 
(1. 13) geschehen, der Matrix M eine Zahl ®(M) zu auf Grund der folgenden Bildungs- 
vorschrift: 


A [*F*_ 125900: 5(a, 0) für c#0, 
(3.4) om=-o( ’) = A 
7 fürc=0, d= +1. 


Offenbar ist ®(M) eine rational-wertige Funktion. Darüber hinaus gilt, daß die Werte 
dieser Matrixfunktion sogar ganzrationale Zahlen sind. Für den Fall ce = 0 ist das trivial. 
Für den Fall eines ungeraden c + 0 wird es durch die Formel (2. 14), unter Beachtung 
der ersten Regel in (2. 19) bei negativem c, in Evidenz gesetzt. Ist jedoch c eine gerade 
Zahl, so kommt man vermöge der aus der Reziprozitätsformel (1. 12), (2. 22) folgenden 
Umformung 

(3. 2) tt _g sgn c*s(a,c) = 4 35gn (ac) + 12sgna-s(c, a) 


auf den vorigen Fall zurück, da jetzt notwendig a eine ungerade Zahl ist. 


2. Es seien M,, M, zwei ganzzahlige unimodulare Matrizen der Determinante + 1, 
M,= M,M, ihr Produkt. Dann gilt die folgende, schon in (1. 16) erwähnte, Kompositions- 
regel für die Matrixfunktion ®(M) (Rademacher [18]) 

(3. 3) ®(M,) = ®(M,) + ®(M,) — 3 sgn (c162c;). 


Zum Beweis dieser Regel stützt man sich auf die bekannte algebraische Struktur 
der (engeren) Modulgruppe FT‘. Seien dazu 


11 0 —1i 1 —1 a —i 0 
Pa m = —— . — . 
8.4 8=(5,): T-(j 0) U=ST=-(, 0) mit P= DR =( 0 1) 
die geläufigen (abhängigen) speziellen Erzeugenden von T. 


Da nach der Definition (3. 1) ®(— M) = ®(M) ist, kann man sich bei der weiteren 
Betrachtung auf die inhomogene Modulgruppe beschränken, worin dann insbesondere 


die Matrix E, Fi mit der Einheitsmatrix / = (6 ı) gleichbedeutend ist. Bezeich- 
nen nun, dieser Auffassung zufolge, 
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die von den Elementen 7 der Ordnung 2 und U der Ordnung 3 erzeugten zweigliedrigen 
bzw. dreigliedrigen Zyklen innerhalb T', so läßt sich die (engere) inhomogene Modulgruppe T 
als das freie Produkt ebendieser beiden zyklischen Untergruppen darstellen: 


(3. 6) r= {T}x {U}. 


Auf Grund dieser Zerlegung ist es möglich, die Kompositionsregel (3. 3) durch vollständige 
Induktion zu beweisen. Hierzu denke man sich den zweiten Faktor M, von M,= M,M, 
in der genannten Weise (3. 6) dargestellt; ihm kommt dann eine eindeutig bestimmte 
Länge n = n(M,), nämlich die Anzahl der Faktoren bezüglich dieser Zerlegung zu. Die 
Kompositionsregel (3. 3) sei nun schon für beliebiges M, und alle M, mit einer Länge < n 
als bewiesen angesehen. Da diese Annahme für den Falln=0, wo dann M,=1, 
C, = 0 ist, wegen ®(/) = 0 offenbar stimmt, ist hiermit die Möglichkeit eines Induktions- 
beweises nach n gegeben. Um den vollständigen Beweis zu erbringen, hat man in Hinblick 
auf (3.6) dann lediglich das Bestehen der folgenden speziellen Formeln nachzuweisen: 


(3. 7) ® (M,(M,T)) = ©(M,) + ®(M,;,T) —3sgn (Cu, Eu, rem,m,r) 
(3. 8) ® (M,(TM,)) = ©(M,) + ©(TM,) —3sgn (Cy, Cru, Cm, rm,) 
(3. 9) ® (M,(M,U)) = ®(M,) + ©(M,U) —3 sgn (ey, Cy,vCm,m,v) 
(3.10) ® (M,(UM,)) = 0(M,) + ®(UM,) —3sgn (Cu,Cvm, Cy,un,) 
(3.11) ® (M,(M, U?)) = 0(M,) + ®(M,U®) — 3 sgn (Cu, Car, Ey, m,v:) 
(3.42) ®(M,(U?M,)) = ®(M,) + ®(U®?M,) — 3 sgn (cy Comm, Car,v:m,)- 
Hierin bezeichnen, in zweckmäßiger Abänderung der früheren Bezeichnungsweise, die 


indizierten Elemente c jeweils das erste Element aus der zweiten Zeile derjenigen 
Matrix, die als Index angefügt ist. 


Beim Beweis der Formel (3. 7) kommt es offenbar auf die Berechnung des Symbols ® 
für Matrizen der Form XT an. Sei demzufolge allgemein angesetzt 


m ” ). T= (i Tr mit XT = 14 vi " 


Dann wird nach (3. 1) 


yT#__ 49 sn 0: s(y,o) für vo +0, 
m. a 
ia > u)” fürv=0,u=+1 


Ist zunächst u # 0, v # 0, so hat man nach der Umformung (3. 2) 


(X) = "9 _12sgnu+s(z, u) 


= —- + 3 sgn (uv) + 12 sgn v » s(u, v) = ®(XT) + 3 sgn (uv), 


letzteres wegen s(u, v0) = — s(y, v). Somit gilt in diesem Fall die Regel 
®(XT) = ®(X) — 3 sgn (ur). 
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Ist dagegen u + 0, aber v = 0), somit uy = —1, so hat man 


GXN=-=+z, 
während 


(X) = —12sgnu-s(z1)= +2 


ist. Somit gilt in diesem Fall die Regel 
0(XT)=O(X). 
Ist schließlich v + 0, aber u = 0, somit vx = 1, so hat man 
0(XT) = 4-12 sgnv-s(y,i)= +y 
während 
aR)=-%-+y 
ist. Somit gilt in diesem Fall die Regel 
0(XT)=©(X). 
Speziell ist danach für X=]/ 
e(T)=b(N)=0. 
Zusammengenommen folgt daraus, daß in jedem Fall die Kompositionsregel 
(3. 13) ®(XT) = ®(X) — 3 sgn (uv) 


für die unimodulare Matrix X = ( 2 y ) gilt. 


/ 


Jetzt erhält man nach dieser letzten Regel für die linke Seite von (3. 7) 
® (M,(M, T)) — ® ((M,M,) T) = ©(M,M,) — 3 sgn (Cy, m, Car, a,); 
und dies ist nach Induktionsvoraussetzung weiterhin gleich 
®(M,) + ®(M,) — 3 sgn (Ey, Em,Em, m,) — 3sgn (Cy, n,du,u,)- 
Für die rechte Seite von (3. 7) dagegen erhält man nach derselben Regel 


®(M,) + ®(M,) — 3 sgn (Cy,du,) — 3 Sgn (Cu, Cy,rCm,m,r)- 
Die Formel (3.7) wird also bewiesen sein, wenn gezeigt ist, daß die Vorzeichenrelation 
sgn (Cy, Cy,Cm,m,) + Sgn (Cu, m, dy, „,) = sgn (Cu, du,) + 8gn (Cu Cu,r Cy,a,r) 


besteht. Führt man für die hierin auftretenden Koeffizienten ihre expliziten Werte ein, 
so kann man die fragliche Beziehung in der ursprünglichen Indizierung durchsichtiger 
auch so schreiben: 
sgn (cCz(Cı@, + dıc,)) + sgn ((c1a, + dıc,) (cıb, + dıd,)) 
= sgn (c3d,) + sgn (cıd,(cıb, + dıd,)). 

Ist zunächst c, = 0, somit d, + 0, so ist diese Relation offenbar richtig. Ist weiter 
C&, = 0, 80 ist die Relation wegen a,d, = 1, sgn a, = sgn d, ebenfalls erfüllt. Ist endlich 
d,= 0, so ist die Relation wegen b,c, = — 1, sgn b, = — sgn c, auch richtig. Damit 
sind die trivialen Fälle erledigt, und es sei jetzt c,c,d, + 0 angenommen. Dann setze man 
_ 64 +dıcz _ 6b, + dıd, Bi En 

C1Ca ‚ y= cd, ‚„ somit —y= de 
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Mit diesen Abkürzungen nimmt dann die fragliche Vorzeichenrelation die folgende 
Gestalt an: 

(3. 14) sgn x + sgn (zy(2 — y)) = sgn (a — y) + sgn y. 

Diese Beziehung zwischen den verschiedenen Vorzeichen erweist sich nun aber, wie man 
sofort erkennt, als Identität in x und y (Rademacher [18)]). 

Damit ist die Formel (3. 7) bewiesen. Der Beweis der Formel (3.8) verläuft, teil- 
weise unter Benutzung von (3. 13) und insbesondere (3. 14), ähnlich und kann daher 
unterbleiben. 

Beim Beweis der Formel (3. 9) kommt es offenbar auf die Berechnung des Symbols ® 
für Matrizen der Form XU an. Sei demzufolge allgemein angesetzt 


{2% "fl —1 ! _fje+y —:® 
x-(, n). u=(j 0) mit xu-(,,3 > 


Dann wird nach (3.1) 


ty —ı EIER 120g (u + n)-s(@ + y,u+0) für u+v+0, 
oxv)=0(,,? Z,)- “ | 
2 für u+v=0,u=+1. 


Nun ist nach Definition (3.4) U = ST. Somit wird nach (3. 143) zunächst 
®©(XU)= ©®(X(ST)) = P((XS) T) = ®(XS) — 3 sgn (cysdy;). 


Hierin ist 
_fje AfA 1\_/2 s+y 
xs=-( ’) (‘ )=-( u+v)’ 
so daß 
(3. 45) O(XU) = (XS) — 3 sgn (u(u + v)) 


wird. Speziell ist danach für X = / wegen ®($5) =1 
(U) = ®($S)—3sgn0 =1. 


Weiter ist nun allgemein nach (3. 1) 


SFEFO_ nn: 5lz,n) für u+#0, 
x z+y u 
0(X8)=o(7 2 5 = 
4 E =1+y für u=0. 


Durch Vergleich mit der Darstellung für ®(X) ergibt sich danach die Regel 
(3. 16) 0(XS)= O(X) +1. 

Aus (3.15) und (3. 16) zusammen folgt endlich, daß die Kompositionsregel 
(3. 17) ®(XU) = ©(X) +1 — 3 sgn (u(u + v)) 


für die unimodulare Matrix X = (2 . gilt. 


Jetzt erhält man nach dieser letzten Regel für die linke Seite von (3. 9) 


® (M,(M, U)) = ® ((M,M,) U) = ©(M,M,) + 1—3sgn (Cu, m, (Cm, m, + dy,m,))» 
und dies ist nach Induktionsvoraussetzung weiterhin gleich 
®(M,) + ®(M,) — 3 sgn (Cu, Cu,Cu,a,) +1—3sgn (Cu,m,(Cu,u, + dy,m.))- 
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Für die rechte Seite von (3. 9) dagegen erhält man nach derselben Regel 
®(M,) + ©(M,) +1 —3sgn (Cy,(Ch, + d,,,)) — 3sgn (Cu, Cu,nem,m,r)- 
Die Formel (3.9) wird also bewiesen sein, wenn gezeigt ist, daß die Vorzeichenrelation 


sgn (Cy Eyr,Cyr,u,) + sgn (Cor, a, (Cum, + dy,,m.)) 
= sgn (Cu ,(Cy, + d,,,)) + sgn (Cu, Cu,v Cy,u,v) 


besteht. Führt man für die hierin auftretenden Koeffizienten ihre expliziten Werte ein, 
so kann man die fragliche Beziehung in der ursprünglichen Indizierung auch so schreiben: 


sgn (c1C2(Cı a, > dı c;)) + sgn ((c1a; + dıc,) (Ca + dıcz + cıb, + dıd,)) 
— sgn (e2(C; + d,)) + sgn (cı (6; + d,) (ca, + dic, + cıb, + d,d,)). 


Ist zunächst c, = 0, somit d, + 0, so ist diese Relation offenbar richtig. Ist weiter 
6, = 0, so ist die Relation wegen a,d, = 1, sgn a, = sgn d, ebenfalls erfüllt. Ist endlich 
6a + d, = 0, so ist die Relation wegen , = —d,= +1,da(c,d)=1,, +b,=Fi1 
auch richtig. Damit sind die trivialen| Fälle erledigt, und es sei jetzt c,cz(c, + d,) + 0 
angenommen. Setzt man dann 


Cı@,+dıc, 614, +dıc, + cıba + dıd, : 1 
En une 
Cl ' ‚ Cı (cz + d,) a ei Cz(c, + d,)’ 


so kommt man wieder auf die Vorzeichenidentität (3. 14) zurück. 

Damit ist die Formel (3. 9) bewiesen. Der Beweis der Formel (3. 10) verläuft, teil- 
weise unter Benutzung von (3. 17) und insbesondere (3. 14), ähnlich und kann daher 
unterbleiben. 

Beim Beweis der Formel (3.11) kommt es offenbar auf die Berechnung des Symbols ® 
für Matrizen der Form XU? an. Sei demzufolge allgemein angesetzt 


x=(? n. u=(, _s mit xu: = (} Zee. ° 
u v 1 —1 vv —u—v, 


Dann wird nach (3. 1) 


[YET ® 120g 0: sy, 9) für vo +0, 
o(XxU2) = o(} ME > 
u+v u ‚ Be 


Unter zweimaliger Anwendung von (3. 17) erhält man nun weiter 

®(XU2) = D((XU) U) = ®(XU) +1 — 3 sgn (cyu(Cyu + drr)) 

= ®(X) +2 — 3 sgn (u(u + v)) — 3 sgn ((u + v)o). 
Hierin lassen sich die Vorzeichen gemäß (3. 14) einheitlich zusammenziehen zu 
sgn (u(u + v)) + sgn (v(u + v)) = 1 + sgn (ur). 
So ergibt sich endlich die Kompositionsregel 
(3. 18) ®(XU?) = (X) — 1 — 3 sgn (u). 
Speziell ist danach für X = / wegen ®(/) = 0 
®(U2) = d(I)—1—3sgn0 = —1. 
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Jetzt erhält man nach der Regel (3. 18) für die linke Seite von (3. 11) 
® (M,(M,U°)) = © ((M,M,)U?) = ©(M,M,) —1— 3 sgn (cy,, „Au, u)» 
und dies ist nach Induktionsvoraussetzung weiterhin gleich 
®(M,) + ®(M,) — 3 sgn (Cu, Cu, Cu, m.) —1—3sgn (Cu, m, du, m,)- 
Für die rechte Seite von (3. 11) dagegen erhält man nach derselben Regel 
®(M,) + ®(M,) —1 — 3 sgn (c,d,) — 3 sgn (Cy, Cu, v:Cm,u,vr)- 
Die Formel (3. 11) wird also bewiesen sein, wenn gezeigt ist, daß die Vorzeichenrelation 
sgn (Cy, Cu,Ca, u.) + Sgn (Cu, u,Au, m.) = sgn (c3d,) + sgn (Cu, Cy,v:Cy,m,v:) 


besteht. 
Führt man für die hierin auftretenden Koeffizienten ihre expliziten Werte ein, so 
kann man die fragliche Beziehung in der ursprünglichen Indizierung auch so schreiben: 


sgn (c1C2(Cı@, + dıc;)) + sgn ((cıa, + dıc,) (cıb, + d,d,)) 
= sgn (c,d,) + sgn (cıdz(cıb, + dıd,)), 


und diese Relation stimmt mit der im Beweis von (3. 7) am Ende auftretenden Vorzeichen- 
relation überein. 

Damit ist die Formel (3. 11) bewiesen. Der Beweis der Formel (3. 12) verläuft, 
teilweise unter Benutzung von (3. 48) und insbesondere (3. 14), ähnlich und kann daher 
unterbleiben. 

Nach diesen Einzelfeststellungen (3. 7) bis (3. 12) ist nun auch, wie angekündigt. 
der Beweis der allgemeinen Kompositionsregel (3.3) durch vollständige Induktion erbracht, 


24 
$ 4. Die Transformationsformel für die Funktion / A (2) 
bei Modulsubstitutionen. 


1. Es si M = (@ 2 eine beliebige ganzzahlige unimodulare Matrix mit der 


Determinante |M |= + 1. Dann gilt für die gemäß (1.3) im Unendlichen normierte 
24-ste Wurzel aus der Diskriminante A(}') oder auch für die mit ihr durch die Beziehung 
(1.5) zusammenhängende Dedekindsche Modulfunktion n(r) nach (1. 8) bzw. (1. 11) die 
Transformationsformel 


a ME) [er a MO) 
v n(?) 
VA.) 
eur (mi | 2. -_ı sgn ec —sgnc+s(a, 0)! für c#0, 
= {exp |ai 2 fürc=0, a=d=1A, 
exp ai (5 +) fürc=0, a=d=—1. 





Hierin ist für die auftretende Quadratwurzel, der in (1. 7) getroffenen Normierung ent- 
sprechend, jeweils der Hauptwert zu nehmen, ferner ist allgemein der bequemeren 
Schreibung wegen e’ = exp z geschrieben. Führt man für die rechte Seite der Trans- 
formationsformel (4. 1) ein eigenes Zeichen 
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exp mi, zen e—sgne:s(a,0)) für c #0, 
(4. 2) n=v( .)- exp |ai ri fürrc=0, a=d=i1, 
exp (54%) fürc=(0, a=d=—1 








ein, so folgt, da die Diskriminante A(t) bei der Modulgruppe invariant ist, daß die kom- 
plexen Einheitswurzeln v(M) genauer 24-ste Einheitswurzeln sind. Für den trivialen Fall 
c = 0 ist dies evident, während diese Tatsache für den nicht-trivialen Fall c + 0 keines- 
wegs auf der Hand liegt. Es entsteht also die Aufgabe, die nicht-trivialen Multiplikatoren 
v(M) in Abhängigkeit von den Koeffizienten der unimodularen Matrix M explizit als 
24-ste Einheitswurzeln darzustellen. 


2. Bei der Lösung der genannten Aufgabe hat man zunächst eine Fallunterscheidung 
zu treffen, je nachdem der Koeffizient c von M eine ungerade oder eine gerade ganze 
Zahl ist. 

Es sei c ungerade. Dann kann man die Darstellung (2. 13) oder zweckmäßiger 
(2.14) der Dedekindschen Summen benutzen. So erhält man für den Exponenten des 
Multiplikators v(M) in (4.2) die auch für negatives c gültige Formel 




















4.3) = re _ 2 sgnc—sgne s(a, c) 
je|-1 !e|-1 
c c 4 2 138 2 >7iI8 
+ ge+a—meli 5 7i 1732 ) 
lel-ı 
c c a > d 2a 
= gt paeta—merz 2 (li. — er) 
je]—-1 
ge 5 |. 
 Blleh 3 








Dabei ist in Hinblick auf add— be =1 die ganze Zahl d als socius zu a mod c gewählt 
worden. Die in dieser Darstellung auftretende letzte Summe 


(4. 4) m(a,c)= 3 








hat nun eine wichtige arithmetische Bedeutung. Nach dem verallgemeinerten Gaußschen 
Lemma aus der Theorie der quadratischen Reste ist m(a, c) mod 2 gerade der Exponent 
des Legendre-Jacobischen Restsymbols für «a nach c (Bachmann [1], Rademacher- 
Whiteman [21]): 


(4. 5) (2) — (—1jrW 9, 


c 
So erhält man für k aus (4. 3) die additive Kongruenz 


lel-1 
2 
(4.6) k: + lat sgne 3 z | n | — 
Bei der Auswertung der hierin noch auftretenden Summe, auf die es offenbar 
mod*3 ankommt, hat man wiederum eine Fallunterscheidung zu treffen, je nachdem 
ce=0mod3, also c= +4 mod3, oder c= O0 mod3 ist. 


2a 


x 
le| 











)+ m(a,c)mod'* 2. 
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Es sei c= +4mod3. Dann folgert man durch Vergleichung der beiden Dar- 
stellungen (2. 14) und (2.15) für die ganze Zahl 12c-s(a,c) und Betrachtung mod 3 
unmittelbar die Teilbarkeitsaussage 

je]-1 


(4. 7) x (4) - 


»=1 le| 


2a 


“ 


el 


Somit vereinfacht sich in diesem Fall die Kongruenz (4. 6) zu 








) = 0 mod 3. 


(4. 8) k=—z+75(0+d) + m(a,c) mod* 2, 


und man erhält unter Beachtung von (4.5) für v(M) in (4. 2) die explizite Darstellung 
als 24-ste Einheitswurzel 


(4. 9) v(M) = (‘ .) = (2) exp nr ((a + d) )e—30)}. 


Es sei nunc =O0 mod 3. Dann folgt aus der Gleichung ad — be = 1 die Kongruenz 
ad = 1 mod 3, so dßa =d = +41 mod3 ist. Zur Ermittlung des Kongruenzverhaltens 
mod 3 der fraglichen Summe in (4. 6) nehme man nun die Umformung in (3. 2) vor und 
denke sich hierin für s(c, a) die Darstellung (2. 15) eingetragen. Multipliziert man jetzt 
den Exponenten k in (4.3) mit 12a, so erweist sich dieses Produkt 12a - k offenbar als 
eine ganzrationale Zahl. Durch Vergleichung der beiden verschiedenen Darstellungen für 
die ganze Zahl 12a - k und Betrachtung mod 3 erhält man so unmittelbar die Kongruenz 

lel- 1 
—sgnc:'8a z | . 


Til x|) = b mod 3, 


el 








15 





und daraus ergibt sich für die fragliche Summe selbst der Kongruenzwert 


le|l-1 


(4. 10) sgnc- z | 


”„=1 


d 
el 


2a 
X — 
le] 


Somit vereinfacht sich in diesem Fall die Kongruenz (4. 6) zu 


) ab mod 3. 


“ 














(4. 11) k= —z + 17 (a+d) — 3 ab + m(a, c) mod* 2, 


und man erhält unter Beachtung von (4. 5) für u ) in (4. 2) die explizite Darstellung als 
24-ste Einheitswurzel 
_ „fe db | 2ri 

(4. 12) Mm) =v(, .)= (* 2) exp | 9% ((a+d)c—3c— 8ab)}. 

». Es sei c gerade. Dann sind wegen (a, c) = (d, c) = 1 sicherlich a und d ungerade 
ganze Zahlen. Somit kann man mit der ursprünglichen Darstellung des Exponenten k 
in (4.3) die Umformung (3. 2) vornehmen und hierin dann die Darstellung (2. 14) der 
Dedekindschen Summen eintragen. So erhält man auch 


b—c 1 1 __(d+sgne) (1 — sgn a) 














(4.13) k= Da +7 =z:gmatsgna's(c,a) Z 

jal—ı 
Fr a—1  (1—sgna)(1—sgnc) a. /b 2c .]\ 
u cn A 4 Rn 32 (er? ei?]) 

. la|-1 
vie 
— Al. 
Er, le 














Sch' 
tung 


(4.4 


gesc 


mod 
nach 


gele 


Son 


und 
als 


gele 


Son 


und 
als 
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Schwächt man diese Gleichung zur Kongruenz mod*+ 2 ab, so kann hierfür unter Beach- 
tung von (4.4), analog zu (4. 6), 


1 + (1 u — Sgn c) 


jal-1 
2 


+ sgna- 4 >> ( 


i=1 \ 


a 4a— 
(4.1) kenb—ed)+", 


2 ) + m(c, a) mod* 2 


ja| ? 


—b 


a 2l- 











geschrieben werden. 


Bei der Auswertung der hierin noch auftretenden Summe, auf die es offenbar 
mod* 3 ankommt, hat man genauso wie in Nr. 2 eine Fallunterscheidung zu treffen, je 
nachdem a #0 mod 3, also a = +4 mod3, oder a = O mod3 ist. 


Es sei a= +1 mod3. Dann erhält man nach dem in Nr. 2 für diesen Fall dar- 
gelegten Verfahren die Teilbarkeitsaussage 


ja]-1ı 


(4. 45) z | 


4=1 


—b 
la| 


2c 
la| 


2 1) O mod 3. 














Somit vereinfacht sich in diesem Fall die Kongruenz (4. 14) zu 
(4.46) k= 5 (b—e) en > mn m m + m(e, a) mod* 2, 


und man erhält unter Beachtung von (4.5) für v(M) in (4. 2) die explizite Darstellung 
als 24-ste Einheitswurzel 


(4.47)  vM)=» E .) 


1—-sgna 1-— sgne 
. 


or ee u ze zu 


\ 


c 
a 


Vorl ((b—c)a + 3(a —1))}. 


Es sei nun a=0 mod3. Dann erhält man nach dem in Nr. 2 für diesen Fall dar- 
gelegten Verfahren für die fragliche Summe in (4. 14) den Kongruenzwert 


[ja 


Somit vereinfacht sich in diesem Fall die Kongruenz (4. 14) zu 


la|-1ı 
(4. 18) sgn a 3 (I 
i=1 


lal 


A 











= bd = — cd mod3. 


Tea Tem, „io mod*2, 


; 
(4. 19) el) + 7 45844 


und man erhält unter Beachtung von (4.5) für v(M) in (4.2) die explizite Darstellung 
als 24-ste Einheitswurzel 


(4.20) v(M) = ( ı) 


1—sgna 1 — 8gn c 


(et (2) ep @—9a+30— 1) +80). 
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4. Die durch die verschiedenen Fallunterscheidungen bedingten verschiedenartigen 
Formeln für v(M) in (4. 9), (4. 12) sowie (4. 17), (4. 20) lassen sich jeweils, wie man durch 
Betrachtung der Exponenten leicht erkennt, auch in der folgenden einheitlichen Gestalt 
schreiben (Molien [16]): 


(4.21) v(M)=o[" .) " (*) xp (ab + 2ac—3c+ cd — 9), 


wenn c ungerade, 


(4.22) v(M)= ( ı) 


1 — sena 1 — sene 


(1) :® 3: (2) exp (ac +30—3 + cdll —aN) 


wenn a ungerade. 





’ 


Sind a und c beide ungerade, so gelten (4. 21) und (4. 22) gleichzeitig. Man erhält 
dann durch Vergleichung unmittelbar das quadratische Reziprozitätsgesetz 


a—-1 c-—]1 sena—1 sgne—l1 


(4. 23) (2\(2)=-9 10-1, me-1 me 


a 


$ 5. Inversionsanzahlen und quadratisches Reziprozitätsgesetz. 


1. Es seien m und n positive ganze, zueinander teilerfremde Zahlen. Dann bilden 
die Restklassen 


(5. 1) 1-n,2°n,...„(m—A):n mod m 
eine Permutation der Restklassen 


(5. 2) 1, 2 „.„m—iA mod m. 


Es werde allgemein der Charakter () der Permutation (5. 1) durch 


(5. 3) (+) — (— 1); m) 


erklärt, wo /(n; m) die Anzahl der Inversionen in (5.1) bedeutet. Dann gilt nach Lerch [11] 
(Bachmann [1]) für gerades m die Formel 


. n—1ifm 
4 2 (F- ı) 
(5. 4) ()=eN 
und nach Zolotareff [25], Lerch [11] und Frobenius [5] (Bachmann [1]) stimmt das 
Permutationssymbol ( = für ungerades m mit dem Legendre-Jacobischen Symbol aus 


der Theorie der quadratischen Reste überein. Dieser Zusammenhang wird sich hier aufs 
neue aus der formelmäßigen Darstellung für die Anzahl /(n; m) ergeben. 


Formel (5.4) und das quadratische Reziprozitätsgesetz für zwei teilerfremde 
ungerade natürliche Zahlen m und n 


. m—i n-—1 


(5. 5) "))=-9 - 


m 
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folgen nun unmittelbar aus der Reziprozitätsformel'*) 
m—i n— 
2 2 
zwischen den Inversionsanzahlen /(m;n) und /(n; m). 
2. Zum Beweis von (5. 6) hat man zunächst natürlich an die inhaltliche Bedeutung 
von I(n; m) und /(m; n) anzuknüpfen. Durch Abzählen der Inversionen gelangt man so 
zu den Summenformeln 


(5. 6) mI(m; n) + nI(n; m) = 3 (m +n—1) 


m—1 
[zn;m) = . I,(n; m) mit /,(n;m) = 0, 
nu=1 


(5. 7) ia 
I(m; n) = & I,(m;n) mit /,(m;n) =0. 
v=1 


Dabei bezeichnet allgemein /,(n; m) (1 < u < m) die Anzahl der kleinsten positiven Rester, 
von xn mod m in der Reihe 
"uf. „Tu-ı (l<au<m), 
die größer als r„ sind. Analog ist /,(m; n) erklärt. 
Diese Anzahlen /,(n; m) lassen sich nun leicht formelmäßig darstellen. Dazu werde 
angesetzt 












































un = gm -+-T, mit gg = = |, O!<n=m— m 
5.8) 3 s=1,.2...,#0—1; 
un = gum-+ ry mit gu = en ; 0<r, = un — m m<m. 
Es ist dann 
5. >ry* m |} m > um — | m 
m m 
, | 8 > 9 > 9" 20; 
m m m m 
2. "a <Ty* |” m < un — m 
m m 
.  „fan| _|%n za 92 +1. 
m m m m 

















Nun gilt allgemein die Alternative 


ARE | Pin [x — ß] +1 oder [x] — [$#]— [x — P]=1 oder 
en nt, an IE an 


Danach liefert im Fall 1 die Differenz 
un (u—x»)n 


j un| _ 2 3 : r 
Bi; = v | = —= 1 den Beitrag 1 zu /,„(n; m), 


5 


dagegen im Fall 2 die Differenz 


2. ud PR 1.) PERR mn. L.. = () den Beitrag 0 zu /,„(n; m). 
m m m 




















Aus 4’ und 2’ zusammen folgt damit die Formel 


); 


un 
m 


n 
m 


m 


n—1 
1,n;m) = 2 ( 


“=1 

















15° n 


!) Nach schriftlicher Mitteilung von H. Sali& an den Verfasser. 
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und daraus erhält man durch Addition 


























- m—1 ] 
fin; 'e un) |xn -72°])) 
(n Mr 21 “n; ha u= 2 (Z(| m m i m 
m—1 7 
_ „fl yflen]| _[em] _ “—@2])) 
be) (z( m m | | m 
m—1 m—1l u m—1 
- —2 Kun |, 
nz 2m tz 














wobei die letzte Summe gerade bewirkt, daß die zunächst zweimal subtrahierte Summe 
für x = u nur einmal in Abzug zu bringen ist, wie es sein muß. Führt man in der Doppel- 
summe die Summation nach x aus, so wird weiter 


m—1 











I ı% -1 m—1 un | 
n;m) = _ m — ; 
In; -z r 5 zZ ") E m 3; +2 1 m 
Somit ergibt sich die Endformel 
m—1 7 m—1 
5.10 I(n; m) = 3 AR| _Om—A ET, 
(5. 10) wm) -3 22m |-am-02|% 
Analog ist 
n—1 1] n—l1 
I(m;n)=3 5» = RE Pr 
vl L 














Danach nimmt die linke Seite der zu nun + (5. 6) die 
folgende Gestalt an: 


n—1 
(5.11) mI(m;n) + n/(n;m) =3 (m Ev 
v=1 
In dem ersten Bestandteil auf der rechten Seite erkennt man gerade die linke Seite der 
früheren Reziprozitätsformel (2. 23). Der zweite Bestandteil läßt sich jeweils geschlossen 
auswerten. Es bestehen die Gaußschen Formeln 





® 





+nzu 
m—1 


n—1 
—en—1m2 7 |—Qm—in 2 Pe, 
v=1 n nl 














"Aym! (m—A)(n—1) ”"[un] (n—i)(m—A) ,. u 
(5. 12) z| = p 9 R zZ Ehe 9 für (m,n)=1, 
die einfach aus 
n—l1 n—1 vm n—1 n—1 
6.13) zP|)- 2 Al-7)-—z Pl), dh 2 P(7)=0 
sowie 
m—1 
zZ P ı( m) 0 


unter Beachtung von (1. 10) durch leichte Rechnung folgen. Trägt man daher die expli- 
ziten Werte für die Formeln in (2. 23) sowie (5. 12) auf der rechten Seite von (5. 11) ein, 
so erhält mau 


(5. 14) mI(m; n) + nI(n; m) = (m—1) (n — 1) ($mmn — m—n—1) 


a m Den m al 


—(2m—A)n 
-7(m—1) (n — 1) ($ömn — m — n — 1 — Amn + 2m— Amn + 2n) 


- 7 (m) (n—1)(m+n—1), 


und dies ist gerade die rechte Seite der zu beweisenden Reziprozitätsformel (5. 6). 
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Man kann die Reziprozität (5. 6) auch auf negative m bzw. n ausdehnen. Zunächst 
ist offenbar der inhaltlichen Bedeutung nach 


(5. 15) I(n; — m) = I(n; m). 
Ferner sind in (5. 1) auch negative Multiplikatoren n zulässig. Ersichtlich ist 
(5. 16) Norm) + Im)“ (Al ZHUmIN, 
da die Summe links die größtmögliche Anzahl von Inversionen bei einer Permutation 
der Restklassen in (5.2), nämlich ( jm | — ') angibt. 


Vermöge (5. 15) und insbesondere (5. 16) erhält man dann nach leichter Rechnung 
die allgemeingültige, (5. 6) als Spezialfall umfassende allgemeine Reziprozitätsformel 


(5.17) mI(m;n) + nI(n; et 
| 1— 

- A. er 1 Im+n—1)+3|mn|-- u, en 
zwischen den Ina an I(m; n) und /(n; m) zu einem ganzzahligen, teilerfremden 
Zahlenpaar m, n. Beim Vergleich der beiden Formeln (2. 22) und (5. 17) drängt sich, auch 
ohne vorherige Kenntnis des inzwischen rechnerisch aufgedeckten Zusammenhangs, 
schon die Vermutung auf, daß Dedekindsche Summen und Inversionsanzahlen von 
Permutationen des Typus (5.1) in einem engen Zusammenhang miteinander stehen 
müssen. In der Tat ist jetzt nach (2. 15), (5. 10) allgemein 


(5.18) I(m;n) = = ( r n. ') —3|n|-s(m,n) =3|n]| (s(1, n) — s(m, n)). 


3. Für den Fall zweier ungerader, teilerfremder ganzer Zahlen m und n erhält man 
jetzt aus der allgemeinen Reziprozitätsformel (5. 17) das allgemeine Reziprozitätsgesetz 
für den Permutationscharakter in (5. 3) 


m\ n m - Be: n—1 sgn m—1 i senn—| 
—ÜHi_)1= I(m;n)+I(n:;m) _ (__ Br 2 2 
6.19 (7)(,)=-N (1) ° 
Ebenso lassen sich die beiden Ergänzungssätze zum Reziprozitätsgesetz (5. 19) aus 
(5. 17) folgern. Ist m = — 1, n ungerade, so erhält man wegen /(n; — 1) = 0 unmittelbar 
den ersten Ergänzungssatz 
wir n—1, sgnn-1 
(5. 20) | N > 
Ist m = 2 und dann n ungerade, so erhält man, was auch leicht unmittelbar aus der 


Be 
Definition folgt, wegen /(n;2) = 0 aus (5.17) den expliziten Wert /(2;n)= 5 8 s 


Damit ergibt sich der zweite Ergänzungssatz 


(5. 24) (7) re. 


Es fehlt lediglich noch der Nachweis, daß das eingangs in Nr. 1 eingeführte Per- 
mutationssymbol mit dem ebenso bezeichneten Legendre-Jacobischen Symbol aus der 
Theorie der quadratischen Reste übereinstimmt, wenn der Nenner des Symbols eine 
ungerade ganze Zahl ist. In diesem Fall erhält man nun auf Grund des Zusammenhangs 
(5.18) und der Formel (2. 14) für die Inversionsanzahl /(m; n) die explizite Darstellung 


(5.22) /(m;n) 


2 
» 12 
= zm—4+"7  mtm)—In|z 7% 


ni” an 2 HF 
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Betrachtet man diese Gleichung mod 2, so wird, da n ungerade angenommen ist, 
In|-1 

®2 [2m 

(5. 23) I(m;n)= 3 | * 


1 


mod 2, 





| 
und durch diese Kongruenz ist nach (4.4), (4.5) gerade /(m;n) als Exponent des 
Legendre-Jacobischen Restsymbols für m nach n gekennzeichnet. Damit ist die fragliche 
Identität der beiden Definitionen als zutreffend nachgewiesen. 


$ 6. Ringklasseninvarianten mod fp, über einem reell-quadratischen Zahlkörper. 


1. Es sei 2 ein reell-quadratischer Zahlkörper mit der Diskriminante d, > 0, ferner f 
eine natürliche Zahl und &, der Zahlring mod f in & mit der Diskriminante D, = d,f?. 
Definitionsgemäß besteht ®, aus allen denjenigen für f ganzen Zahlen aus Q, deren 
Kongruenzwert mod f rational ist. Es bezeichne weiter @,, die Gesamtheit aller Zahlen 


aus 2, mit positiver Norm; dabei ist p, das Symbol für die unendliche Primstelle des 
rationalen Zahlkörpers. Die Gruppe der zu f primen Zahlen aus &,, bildet die Haupt- 


Io 
klasse einer Einteilung aller zu / primen Divisoren von 2. Diese Hauptringklasse mod fp, 
besteht dann also aus allen (zu f primen) Hauptdivisoren (x) mit der Eigenschaft 


(6. 1) «=rmodfp,„; (r rational), 


bei geeigneter Normierung von & unter Assoziierten, und die Divisorenklassen nach ihr 
bilden die #ingklassen mod fp,.- 


2. Es sei f eine feste Ringklasse mod fp,, dazu der Divisor c irgendein Vertreter 
aus der reziproken Ringklasse f"'. Es bezeichne ferner v mod p,, den zur Klasseneinteilung 
gehörigen Vorzeichencharakter, explizit gegeben durch v(x) = sgn N(x) für Zahlen « 
aus @. Dann ist die L-Funktion der Ringklasse t mod fp, durch die für R(s) > 1 absolut- 
konvergente Dirichletsche Reihe 


(6. 2) L6|9= Ir |, =- Re" I c „ 


y=0 mod* < 

yin u 

(N=1 
invariant definiert, wo W und \ die Divisornorm und die Zahlnorm in 2 bezeichnen. 
Dabei deutet der Stern am Summenzeichen an, daß die Summation nur über ein volles 


System nicht durch Einheiten aus @,, assoziierter Zahlen y + 0 mit den angegebenen 
Eigenschaften zu erstrecken ist. Für die Anwendungen solcher L-Funktionen bei der 
Berechnung der Klassenzahl gewisser algebraischer Zahlkörper kommt es auf die ein- 
schränkende Summationsbedingung (y, f) = 1 nicht an. Hier tritt dann an die Stelle 
von (6. 2) die invariante Klassenfunktion 

(6. 3) Ls | = Les |, = Re" I* mn 

y=0 mod* c (vi 
yin 2% 

die als die L-Funktion der Ringklasse t mod fp, im erweiterten Sinne bezeichnet werde 
(Meyer [15]). 

Man führe nun zunächst eine Basis für das Ideal (c), der Vielfachen von c im Ring 


mod f von 2 ein. Ist etwa (c), = ( Bi): so gilt für die bis auf das Vorzeichen durch c 
2 


eindeutig bestimmte Basisdeterminante 


(6. 4) ö(c) = = = Re) 6, mit = D,; 


6} 2 
p4 z 








und 


Rir 








.- un m 
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dabei bedeutet r den nicht-identischen Automorphismus des reell-quadratischen Zahl- 
körpers &. Durch die Zuordnung 


y>yl(a)=yr+ y'(ie)”' für y aus (ec), 
wird dann der zweigliedrige reelle Modul (c), für jedes feste reelle x isomorph auf den 


zweigliedrigen komplexen Modul (c,(z)) = ei abgebildet. Die Basisdeterminante 


Yan _ NM 
Yz(X) Ye(2) Y2 Pr 


ist von x unabhängig und die Normierung von ö(c,(z)) ist durch diejenige von ö(c,) 
eindeutig festgelegt. Ferner ist 


R(yla)) = r2, Ilrla)) = — Ye 
und für die komplexe Norm gilt 
Nea))Ssritr"rt. 
Es sei nun &, >14 die total-positive Grundeinheit von ®2,, . Dann besteht für 


die L-Funktion der Ringklasse f mod fp, (im erweiterten Sinne) in (6. 3), in den ein- 
geführten Bezeichnungen, die fundamentale invariante Heckesche Integraldarstellung 
(Meyer [15]) 


(6. 5) ö (c,(2)) = — 2iö(c,) 


€ 


4 Fle+1) , Nor f( - 1a g10g2. 


(6. 6) LeiB=—g +11: [1 I\, un RO) 
| 9 i y(z) = 0 mod s(®) 


Schreibt man für die Basis des Ringideals (c), eine bestimmte Normierung, etwa 
daß ö(c,) >0 ausfällt, vor, so bedeutet dies nach (6. 5) für den zugeordneten komplexen 
Modul (c,(2)), daß seine Basisdeterminante ö (c,(z2)) oder auch der Basisquotient 
Yı(z) 


Ya(z) 
dann durch Anwendung des Poissonschen Summationsverfahrens für den Integranden 


in (6.6) die Entwicklung (Meyer [15]) 


» Löte,ke)) |. yo)? _ 2m® Yz(lX) 0, Y2(2) 
rn un 


t(2) = einen positiven Imaginärteil haben soll. Bei dieser Normierung erhält man 


y(z) = 0 mod* 4) 


+ 8ni$ (t(x)) yılz), d log m (1 — et) -LO(s —1). 
Ya(x) d (x) m=1 
Es zeigt sich, daß dieser Ausdruck logarithmisch nach x integrierbar ist. Die Ausführung 
der Integration liefert dann für die Funktion L(s |) in (6. 6) die folgende Grenzformel 
in nicht-invarianter, inhomogener Gestalt: 
Znir(x) Fr z=e 
e 24 I (1 Een " 


2n m-1 
6.8) L(s|d = leg —  — ——— ———— O(s—1), 
6.8) Leid = ,,,3|108 Er +61 
und hieraus erhält man sofort unter Beachtung von (1. 3) die für beliebige Basen (5) des 

2 


Ringideals (c), gültige Grenzformel in invarianter, homogener Gestalt 


an 


VD, 


(6. 9) L(s|t) = 


24 = 
glg Yacay|, +06—n. 
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Hierin hängen nun die Argumentwerte für die obere und die untere Integrationsgrenze 
durch eine Modulsubstitution M der Determinante + i zusammen: 


.. 22 Br 
(Fe y1))" 
Die ganzzahligen Koeffizienten der unimodularen Matrix M = ( 5 ) bestimmen sich 


dabei aus der Matrizengleichung 
(m 2 -(? . B „)=( 2 Yı “) 
Y2&ı YaEı Y y/\0 & e d/\y Y 


mit | | | * 


ei =N(e)=+1 


und haben die expliziten Werte 


ash), = (Hr), 


u I 
u 2Y2& _ se ’ı?r2#\. 
el 


dabei bedeutet das Zeichen 5 die Spurbildung in Q. 
Führt man schließlich statt des mit dem Ringideal (c), = (7) gebildeten 
2 


Moduls (c,(z)) = ( er irgendeinen zweigliedrigen, nur der Bedingung 
8%) 


sgn n; = sgn ö(c,) 





1 


unterworfenen komplexen Modul w = (2) ein, so erhält man aus (6. 9) nunmehr die 


2 
sogenannte implizite Kroneckersche Grenzformel für die L-Funktion der Ringklasse 


mod fp, (im erweiterten Sinne) (Meyer [15]) 
24 
A(M(:: (a 
(6.11) Lies] = VD; 3[ios / -, 2) +0(s—1) mit sgn - = sgn ö(t,). 
VA.) 
Nach (1. 8) ergibt sich hieraus dann weiter die explizite Kroneckersche Grenzformel für 


die L-Funktion der Ringklasse t mod fp,, (im erweiterten Sinne) in einem reell-quadratischen 
Zahlkörper (Meyer [15]) 


> 2n? a+d 1 j 
(6.12) Lis|y = — D, sgn ö(c,) (— Dr + zsgne +sgnc-s(a, ) +0(s—1). 
Hierin haben die Koeffizienten der unimodularen Matrix M = ( ı) die in (6. 10) 


bezeichneten expliziten Werte. Dabei ist zu beachten, daß der Koeffizient c wirklich von 
Null verschieden ist, da die Ringeinheit e, eine echte reell-quadratische Irrationalität ist. 
Setzt man nun abkürzend 


(6.13) Yir(e)=Y(M) = r( ı) = sgn ö(c,) — ud + z sgnc + sgnc*s(a, 9), 


so sind diese in der Grenzformel (6. 12) auftretenden rationalen Zahlen Yi’(c) Ringklassen- 
invarianten mod fp, der durch die Repräsentanten c vertretenen Ringklassen mod fp,- 
Im einzelnen gilt: 
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1. Der Wert Yj’(c) hängt nur vom Ringideal (c),, nicht aber von einer speziellen 
Basis des Ringideals ab. 

2. Der Wert Yi’(c) hängt nicht von der Auswahl des Vertreters c aus der Ringklasse 

ft’ ab. 

3. Der Wert Yir(c) ist nur von den Paaren konjugierter Ringklassen f,f' = f"' 

abhängig, d.h. es gilt Yir(c) = Yi’(e’). 
Diesen Invarianzeigenschaften der Zahlen Yj/(c) tritt noch die folgende Kova- 
rianzeigenschaft zur Seite: 
k 
4. Ersetzt man e, durch &, so gilt Yı'(c)=k-Yir’(e), und es ist also der Wert 
k 
Yir(c) durch den Wert a (c) zu ersetzen. 

Diese Invarianz- und Kovarianzeigenschaften der Zahlen Yj’(c) sind zufolge dem 
Auftreten in der Kroneckerschen Grenzformel (6. 12) und nach der Herleitung dieser 
Grenzformel aus den invarianten Definitionsgleichungen (6. 3) und (6. 6) für die Klassen- 
funktion L(s |f) ohne weiteres klar. Man kann daher in Abhängigkeit von der Ringklasse 
f-! oder auch fmod fp, einfach 


(6. 14) vyıt)=Yılt)= Wilke) für c aus I" 


schreiben, und damit nimmt die Kroneckersche Grenzformel (6. 12) die folgende in- 
variante Gestalt an: 


(6. 15) ei 7D; lt) +OßK— 1). 


! 

Man kann nun mit Hecke [8] die Aufgabe stellen, die genannten Eigenschaften der 
elementar-arithmetischen Ausdrücke Y}/(c), ohne Berufung auf die funktionentheore- 
tische Herleitung, an diesen Rechenausdrücken selbst nachzuweisen. Während dieser 
direkte Nachweis für die Invarianzeigenschaften 2 und 3 auf Grund der in die Formel 
eingehenden Definitionen beinahe auf der Hand liegt oder nur eine einfache Rechnung 
erfordert, sind die Eigenschaften 1 und 4 keineswegs unmittelbar einsichtig. Vielmehr 
hat man hier die früher hergeleiteten arithmetischen Eigenschaften der Dedekindschen 
Summen, insbesondere das Reziprozitätsgesetz für diese Summen und die Kompositions- 
regel für die Rademachersche Matrixfunktion ®(M) beim Beweis heranzuziehen. 


3. Man setze abkürzend 


_ (fı Pı _{& ®\. -(e2 
d & ) E, (0 .)' a” a)" 


Dann ist entstehungsgemäß 
FE,= MT, 
und man hat also die bei festem E, wesentlich von T abhängige Darstellung 
(6. 16) M=[TErT". 


Yı 
nn Ya 
dies für die Matrix T den Übergang T>T = AT mit einer Matrix A der Determinante 
|A|= +1 aus der weiteren Modulgruppe, und die Matrix M wird hierbei nach (6. 16) 


durch die Transformierte M = AMA°' ersetzt. Die unter 1 behauptete Basisinvarianz 


Nimmt man nun einen Wechsel der Basis ( ) des Ringideals (c), vor, so bedeutet 
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der Zahlen Y}/(c) läuft dann auf die Behauptung hinaus, daß, in der Bezeichnungsweise 
(6. 13), stets 


(6. 17) Y(M)=Y(M) für M= AMA' mit |A|= +1 


gilt. Hierzu ist zu bemerken, daß zunächst wegen der Invarianz der Spur bei Trans- 
formation S(M) = S(M) ist. Hierfür gilt nun die Ungleichung 


(6. 18) S(M)=a+td>3. 


Es ist nämlich gemäß (6. 16) auch S(M) = S(&,) = e,+ e/, und diese letzte Summe 
erfüllt die Ungleichung (6. 18), da e, total-positiv und zudem als Grundeinheit von Q,,_ 
eine echte reell-quadratische Irrationalität ist. Aus (6. 18) folgt übrigens aufs neue die 
Bemerkung, daß in allen Matrizen M die Elemente 5 und € stets von Null verschieden sind. 


Das Vorgehen beim Beweis der Kompositionsregel für die Matrixfunktion ®(M) 
in $3, Nr. 2 lehrt, daß es auch hier beim Beweis der Invarianzregel (6. 17) genügt, diesen 
Nachweis lediglich für die speziellen Erzeugenden der Modulgruppe in der Rolle der uni- 
modularen Matrix A zu erbringen. Im Fall der engeren Modulgruppe hat man nun die 


Matrizen $S = ( > ı) und T’= ( : ki 0) als Erzeugende, und im Fall der weiteren Modul- 
| 04 


gruppe kommt zu diesen noch die Matrix 7* = (i 0 


) als Erzeugende hinzu. 
Es ist 
M-SMms (7° dr 
c 


Damit wird 
ey d 1 
Y(M) = sgn ö(c,) (— a +zsgnetsgne's(a+c, 0) 


= sgn ö(c,) (— ad + 3 sgnc + sgnc+*s(a, ) = \Y(M). 


Analog zeigt man, daß auch Y($ "'MS) = Y(M) ist. 
Es ist 


Damit wird zunächst 


Y(M) = sgn ö(c,) | u x sgn b— sgn b - s(d, — n). 
Hierin ist 

s(d, —b) = s(d, b) = s(a, b), 
und nach der Reziprozitätsformel (1. 12) ist weiter 


a@+b®+1 1 


sgn b+s(a,b) = —sgna:s(b,a) + D —zsgn (ab). 
Hierin ist 
s(b, a) = —s(c, a), 
und wiederum nach (1. 12) ist weiter 
2 2 
sgn a-s(c,a) = —sgnc+s(a,c) + . I2 . — son (ae). 
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Die Eintragung aller dieser Umrechnungsformeln ergibt endlich, unter Benutzung der 
Gleichung ad — be = 1, für Y(M) den Ausdruck 


y(M) = sgn ö(c,) - A. + + (sgn (ac) + sgn (ab) — sgn b) + sgnc - s(a, e)). 


Die hierin auftretenden Vorzeichen lassen sich einheitlich zusammenfassen; es ist nämlich 
in jedem Fall 
sgn (ac) + sgn (ab) — sgn b = sgnc. 


Für a >0 ist das klar, ebenso für a=0 und daanb=—c= +1. Für a <( und 
d>0ist be <0, also sgn b = — sgn c, und die fragliche Beziehung ist ebenfalls richtig. 
Der noch denkbare Fall a <0 und d < 0 schließlich kommt auf Grund der Bedingung 
(6. 18) nicht vor. Damit erhält man 

a+d 1 


De +-—sgne + sgnce-s(a,c)\)=\Y(M), 


Y(M) = sgn ö(c)) — z 


wie zu zeigen war. Wegen 7"' = —-T ist hiermit zugleich auch die Invarianzformel 
Y(T"'MT) = Y(M) bewiesen. 

Im Fall der weiteren Modulgruppe hat man noch das Verhalten bei der Trans- 
formation mit der Erzeugenden 7* zu prüfen. Hierfür ist wegen 7*"' = T* 


M = T*MT*-! = T*-'"MT* = 5 ): 
Damit wird 
a+d 


125 


und demnach stimmt dieser Fall mit dem vorher behandelten genau überein. Mit diesen 
Einzelfeststellungen ist nunmehr unter Berufung auf die Vorbemerkung auch der all- 
gemeine Beweis für die Invarianzformel (6. 17) erbracht. 


Y(M) = — sgn ö(c,) u + sgnb + sgn b+ s(d, b)), 


4. Der Beweis der Kovarianzregel in Nr. 1 stützt sich wesentlich auf die Kompo- 
sitionsregel für die Matrixfunktion ®(M). Zunächst besteht, in der Bezeichnungsweise 
(6. 13), der Zusammenhang 


(6. 19) sgn ö(c) Y(M) = 7 sgn c— da ®(M). 


Nimmt man dann, lediglich zur Vereinfachung der Schreibweise, die Normierung 
sgn ö(c,) = 1 an, so erhält man aus (1. 16) oder (3.3) unmittelbar die entsprechende 
Kompositionsregel für die Matrixfunktion Y(M): 


1 
(6.20) Y(M,)=Y(M,M,)=Y(M,)+Y(M,)— % (sgn c, + sgn c,— sgn c3— sgn (c,6y63)). 


Ersetzt man nun die total-positive Grundeinheit e, des Zahlrings &, durch ihre 
k-te Potenz e/ (k 21), so wird hierbei nach (6. 16) die Matrix M ebenfalls durch ihre 
k-te Potenz ersetzt. Die unter 4 behauptete Kovarianz der Zahlen Y,’(c) läuft dann auf 
die Behauptung hinaus, daß, in der obigen Bezeichnungsweise, stets 

(6. 21) Y(M*’)=k-Y(M) fürk 24 
gilt. 

Der Beweis dieser Regel erfolgt durch vollständige Induktion nach k. Für k = 
ist nichts zu beweisen. Für k = 2 hat man, in leicht verständlicher Bezeichnungsweise, für 
die in (6.20) auftretenden Koeffizienten die Relationen c„= ce” = ec, t(„= c"=(a+d)e; 


99% 
22 
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hiernach ist auf Grund von (6. 18) also sgn c‘” = sgn c'’’ = sgn c. Somit ist die Behaup- 
tung auch für den Fall k = 2 richtig. Im Sinne der Induktionsvoraussetzung sei nun 
schon die obige Regel für den Exponenten k— 1 > 2 unter der zusätzlichen Annahme, 
daß dabei die Vorzeichenrelation sgn c*"" = sgn c besteht, als richtig anerkannt. Dann 
wird gemäß (6. 20) 


Y(M") = Y(M*"') + Y(M) 3 (sgn ce ' + sgn c — sgn ec’ — sgn (c* cc”) 
=k- vm—; (2 sgn ce — 2 sgn c®), 

und es bleibt lediglich zu zeigen, daß auch sgn c'* = sgn e ist. 

Nun genügt die Matrix M ihrer charakteristischen Gleichung 

(6. 22) M’—(a+d)M+I=0. 
Daraus folgt durch Multiplikation die Matrizengleichung 

M* = (a + d) Mt! _ m*®, 

und hieraus erhält man speziell die Rekursionsformel 

(6. 23) ce = (a +d) c*D — 2, 


Um zu zeigen, daß die fragliche Vorzeichengleichheit sgn c'* = sgn c besteht, genügt es 
festzustellen, daß die Folge der Koeffizienten c” im engeren Sinne monoton ist. 


Es sei etwa c > 0. Dann hat man nach (6. 18) 
Melk +)MV-I3IVr >" =e. 
Ist schon e* " >c* ” > c gezeigt, so folgt die Monotonie für c'* aus 
ce — (a + d) et-1) __ ek-2) _ (a + d—1) Kia) de (et _ ci 9) > Yek-d — ck, 


Danach ist in der Tat c > c und somit also sgn c'” = sgn c, wie behauptet. Analog 
schließt man im Fall ce < 0 durch Umkehrung der Vorzeichen in der vorstehenden Schluß- 
kette. Damit ist die Regel (6. 21) für den Fall, daß die Ringidealbasis von (c), zu 
sgn ö(c,) = 1 normiert ist, vollständig bewiesen. Der noch ausstehende Fall sgn ö(c) = —1 
erledigt sich einfach durch den Hinweis, daß dann in den benutzten Gleichungen und 
Ungleichungen lediglich überall der Faktor — 1 anzubringen ist. 


II. Allgemeine Dedekindsche Summen. 


$ 7. Die Transformationsformel für die Funktionen log o,,(:) 
bei Modulsubstitutionen aus der Hauptkongruenzgruppe f-ter Stufe. 


1. Die zum Gitter m = ( a gehörige Kleinsche o*-Funktion hängt mit der Weier- 
vn. 


straßschen o-Funktion durch die Beziehung 


— uu* 


(7.4) o*(u|w)=—e ” o(u| m) 
mit u=u0, +19, ur=um+ Un (u,, u, reell) 


zusammen (Klein-Fricke [9], Fricke [4]). Dabei bezeichnen n,, 7, die zu einem primitiven 
Periodenpaar ®,, ®; gehörigen Periodizitätsmoduln. Es sei die Normierung der Gitter- 


. jo 
basis ( . 
MN) 


so getroffen, daß der Basisquotient 7 = — t einen Imaginärteil $(r) > 0 hat; 
2 
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ö(®: 
dies ist gleichbedeutend damit, daß sgn - ” 
auf das Vorzeichen durch mw eindeutig bestimmte Determinante des Gitters bezeichnet. 
Aus der bekannten Entwicklung der o-Funktion im Unendlichen erhält man dann die 
entsprechende Produktentwicklung für die o*-Funktion: 


= + 1 ausfällt, wenn ö(m) = ö(}:) die bis 


(7. 2) o*(u|%;) 
[) E) 
I (1 Don etrin gerüm+u,)*) II (1 u. Zriu; g2rilm “)r) 
RE... el —1) rziu(u,—1)r m=0 : m=-1 
== 5 e n 
2ni 


u (1 si e?rimı)? 
m=1 


Es sei nun f 2 2 eine feste natürliche Zahl, ferner (g, k) + (0, 0) ein beliebiges Paar 
ganzer Zahlen, auf die es jeweils nur mod f ankommen wird. Durch diese Gegebenheiten 
ist dann vermöge 





ie go, + ho, = © 


ein f-ter Teilpunkt ® in einem durch das Zahlenpaar (g, k) bestimmten Periodenparallelo- 
gramm festgelegt. Legt man das Grundintervall O<g <f,0 <h<f zugrunde, so 
gehört & dem Fundamentalparallelogramm an. 

Bei den vorgenommenen Normierungen gilt dann nach (7.2) für die Kleinschen 
o*-Teilwerte 


er (2) (7 (, h) (2). 0<g<fo<sh<t, 


im Unendlichen die Produktentwicklung 


(7.3) 0m (2) 


n n+ © BR ne 4 
er en, a ae IN e r)) a —( 2 7)) 

P} fü ja „m N j se P 
 Iri u 


Dabei bezeichnet 


die Ortsuniformisierende im Unendlichen und /, = e’ die normierte f-te Einheitswurzel. 
Diese 0, ( sind als Modulformen der f-ten Stufe adjungiert, indem sie zwar gegenüber 
2 


Modulsubstitutionen aus der Hauptkongruenzgruppe f-ter Stufe nicht invariant sind, 
jedoch dabei lediglich gewisse (2f)-te Einheitswurzeln annehmen, deren Ordnung sich im 
Fall eines ungeraden Teilungsgrades f sogar zu f erniedrigt (Klein-Fricke [9], Fricke [4]). 


Als Modulformen haben die 0, (23) offenbar die Dimension 1. 
2 


Es sei nun M= ( ;) = > ı) mod f mit | M |= + 1 eine beliebige ganzzahlige 


cd 041 
ar+b 
cr+d 


unimodulare Matrix aus der Hauptkongruenzgruppe f-ter Stufe P(f) und M(r) = 
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die zugeordnete linear-gebrochene, inhomogene Modulsubstitution in der Variablen r. 
Dann läßt sich die Differenz 
ao, + men da en „. Ogh (M(2)) 
log o;n ( sin di log 0; 2 = log anle) 
als in der oberen r-Halbebene eindeutige, reguläre Funktion der einen komplexen Variablen 
r erklären durch 


n(M)) _ nigg—f) [ar+b 
1 Ber +4 (&- 13 7) 


” “ 4 (er u | 2 © © 1 u m 2ri ne nd 
=- E BE W’ 8 u 27 e r 
m=0n=1 n m=-1in=]1 n 
y) = ” 2rimnr M(r) 
r22 3 —e i 
m=-in=-1 n r 


Hierin bedeutet, wie in (1. 7), log (cr + d) den Hauptwert des Logarithmus. Ferner ist 
wie dort allgemein abkürzend F (M(r)) — F(r) = F(r) |" gesetzt. Dann besteht im 


nicht-trivialen Fall c + 0 die gleich für beliebige ES mit $(7) +0 formulierte Trans- 
2/ 


formationsformel?) (Meyer [15]) 


on(M)) _ ö(.:) zi(P, (4) FE _dsgme- sula, c) 


(7.5) lo =8 s 
u az, 


a a +- 5 sgnc + 2sgnc-s(a, 9). 
Hierin bezeichnet 
1.6 a“ au ne [£ 2) 
(7.6) n)=- zrle+R ml + 
die zum Parameterpaar (g, h) mod f gehörige, dem ganzzahligen, teilerfremden Argument- 
paar a,c, mit a=1,c =0 mod f, zugeordnete allgemeine Dedekindsche Summe. Dabei 
deutet der Strich am Summenzeichen an, daß die Summation nur über solche u mod c 
zu erstrecken ist, die jeweils echt-gebrochene Argumente in beiden Faktoren liefern. Dies 
ist nur für den Fallg=0,h +0 eine Einschränkung. Hier hat man zwei Ausnahme- 


werte für «, nämlich „ = 0 und u = — © hmod c®). Ferner bezeichnet s(a, c) die be- 


reits in (1. 9) erklärte spezielle Dedekindsche Summe. Sie ist in der Tat als Spezialfall 
in der Formel (7.6) enthalten, indem man darin formal g= h= 0 annimmt. Schließ- 
lich bedeutet allgemein 


(7.7) P,(x) = R?(x) — R(x) + - mit R(x) = x — [x] 


diejenige mod+ 1 periodische stetige Funktion, die im Intervall O<x=1 mit dem 
zweiten Bernoullischen Polynom B,(z) = 2? — x + # übereinstimmt. 

Im trivialen Fall c= 0 dagegen erhält man zunächst für f >2 nur die Lösung 
a=d=1,b= (mod f beliebig, für die Gleichung ad — bc = 1, mit der zugehörigen 
Matrix 


M;= (; ı) aus F(f), 


2) Diese Transformationsformel findet sich implizit auch schon bei Hecke [8]. 
3) Man bemerkt jedoch, daß man die Summation auch über ein volles Restsystem u mod c erstrecken 
kann, da die beiden Ausnahmewerte für j. sich gegenseitig annullierende Beiträge liefern. 
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und lediglich für {= 2 hat man noch die weitere Lösung a=d=—A1,b= Omodf 
beliebig. Dieser letztere Fall soll im folgenden beiseite gelassen werden. Gegebenenfalls 
sind die diesem trivialen Ausnahmefall entsprechenden Transformationsformeln leicht 
zu ergänzen. Somit ergibt sich hier unmittelbar aus der Definitionsgleichung (7. 4) jeweils 
nur die eine Transformationsformel 
Mo(&: öl) zig(g — ö(4) 2ni Nu 
(7.8) log On ( (2) ie (2) rig(g — Pf) une (2) nig(g — f) 2 
0,1(2) ip 2i u} 
Für funktionentheoretische und arithmetische Zwecke ist noch das Transformations- 
12 
verhalten der Funktionen log ( VA(:) 09n(%:)) bei Modulsubstitutionen M aus T(f) von 
Wichtigkeit. Nach (1.8) und (7.5) besteht dann im nicht-trivialen Fall c + 0 die gleich 


für beliebige ( > mit $(r) + 0 formulierte Transformationsformel 
2 


VAL) 0, (MC) (u) _.(p (gi a+d 
u m. ii 00 (P: (7) 


c 
VA) 0,05) 
Im trivialen Fall c= 0 dagegen erhält man nach (1.11) und (7.8) die Trans- 
formationsformel 


(7.9) log — 2sgnc*s.l(a, c)). 


A(M M ö(H 
(7. 10) log / ( ge I) mM: DE = sgn m niP, (4) b. 
i \ 
Va a.) 
2. Aus den Transformationsformeln (7.5) und (7.9) lassen sich tiefliegende arith- 
metische Folgerungen ziehen. Zunächst ist zu bemerken, daß die rechte Seite jener 


Formeln jeweils von dem komplexen Variablenpaar (2). bis auf das durch ö(}:) be- 
2 


stimmte Vorzeichen, ganz unabhängig ist. Ist dann T = (1 2 die eine Erzeugende 


der Modulgruppe, so gilt nach dieser Bemerkung also für die linke Seite von (7.9) auch 


12 


og VELMCTE) an) _ _ 10, YA) u) 
VaTc )) oT) VA.) 0,.() 


Nun ist in wie sich weiter auf analytischem Wege zeigen läßt, 
12 


„., VEOTE DM onlMIEN _ og VALTTUTE)) 0 „(TOMTE 


12 


VaLrc) 0,(7(2)) VA.) 0, -,(2) 
Hierin it 7'MT = 3 > wieder eine Matrix aus ['(f). Durch Vergleich der rech- 


ten Seiten der zugehörigen Transformationsformeln (7.9) bzw. (7. 9) und (7. 10) erhält 
man unter Beachtung von s, _,(d, —b) = s,,(d, r daraus dann die beiden Formeln 


wem a ET 
für a c#0, 


sen sul, = 5 (Pı(F) < Pr 0 0 = 
ürd=0,c+,a=a=1. 


(7. 11) 





176 Meyer, Über einige Anwendungen Dedekindscher Summen. 


Die erstere Formel kann als das Analogon der Formel (1. 12) für die speziellen Dedekind- 
schen Summen angesehen werden und sei daher kurz als die Reziprozitätsformel für die 
allgemeinen Dedekindschen Summen bezeichnet. Nach demselben analytischen Verfahren 
läßt sich auch mittels (7. 5) eine Reziprozitätsformel herleiten, die in unfertiger Gestalt 
folgendermaßen lautet: 


0.12) sgne [sta —5(a, 0) —z) + send (mid, 8) — sid, B)— 7) 


1 i\a+d h i\a+d (sgn b + sgn.c) (sgn d— 1) 

(ale )+ 4 | 
Beide Formeln (7. 11) und (7. 12) sind insofern miteinander gleichbedeutend, als sie sich 
auf Grund von (1. 12) ineinander überführen lassen. Die Formel (7. 12) wird im weiteren 
Verlauf noch umgestaltet werden, und zwar dadurch, daß es gelingt, die allgemeinen 
Dedekindschen Summen auf die speziellen Dedekindschen Summen und gewisse einfacher 
gebaute Summen zurückzuführen. 

Man führe nun die folgenden Matrixfunktionen ein: 


b 
(7.13) ©%,(M) = ©%, (Ü ji 


P,(f) ni Han — 2sgn c - Synla, c) — -_— + 2sgnc-s(a,c) fürc #0, 
sEe—ND rc=0, 
f 
sowie 
a P,(£)* "2m: suda, c) für ce #0, 
(7.14)  ®y„(M) = Oyn ( ı) == 
P, (?) b für c=0. 
J 
Beide Funktionen hängen nach (1. 13) einfach durch 
1 

zusammen. 


Hiermit schreiben sich die Transformationsformeln (7. 5), (7. 8) sowie (7. 9), (7. 10) 
in der Gestalt 


ME) _ da) fi r 
(7. 16) log I ” sen, mi (z sgnc+ om), 
bzw. 
zw e 
AM (2) (Me m). 
m 1 EN) _ 2 os). 
VA.) Oy,n (2) 


Es seien jetzt M, = e a M, = e ra, zwei beliebige ganzzahlige unimodu- 
1 1 


a; b; 
3 b; 
dem Vorgehen von Rademacher [18] bei Hintereinanderausführung der entsprechenden 
Modulsubstitutionen aus den vorstehenden Transformationsformeln durch Vergleichung 
die folgenden Kompositionsregeln für die Matrixfunktionen ®5,(M) und ® ,(M): 


lare Matrizen aus F(fJ, M, = ( = M,M, ihr Produkt. Dann folgert man nach 
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(7. 18) 0%,(M,) = O5, (M,) + O4 (M.) + 2 sen (c166,), 
bzw. 
(7. 19) ®,(M;) u ®,„(M}) + ®,.(M,) + sgn (c1C2C;). 


Die funktionentheoretischer Quelle entstammenden Formeln (7.12), (7.18) bzw. 
(7.19) beinhalten Aussagen elementar-arithmetischer Natur, und es entsteht somit die 
Aufgabe, die Beweise hierfür auch auf rein-arithmetischem Wege zu erbringen. 


$8. Reduktion allgemeiner Dedekindscher Summen 
auf spezielle Dedekindsche Summen und allgemeine Eisenstein-Sternsche Summen 
und independenter Beweis des Reziprozitätsgesetzes. 


1. Die allgemeinen Dedekindschen Summen in (7. 6) haben einfache formale Eigen- 


schaften. Da P,(— x) = — P,(z) für nicht-ganzes x ist, hat man bezüglich des Para- 
meterpaares (g, h) mod f unmittelbar die Symmetrieregel 
(8. 1) s_,,_n(a, €) = s,.(a, ce), 
und durch Summationstransformation ergibt sich weiter die Vorzeichenregel 
(8. 2) (a, ec) = s_,„(a,c) = s,,(d, e). 
In analoger Weise erhält man des Argumentpaares a, c die Antisymmetrieregel 
(8. 3) Sa(— a, — c) = — sarla, c), 
sowie die Vorzeichenregeln 
(8.4) S„(—a,c) = — 8, _„(a,c) = —s_,,(a, c) = — 8,.(d, e), 


Syn (a, ! c) Bun S,, (a, c) ms g,h (a, c) > Syh (d, c). 


2. Die allgemeinen Dedekindschen Summen gestatten weiterhin eine wichtige 
Reduktion auf die speziellen Dedekindschen Summen und gewisse andere einfachere 
Summen. Da die der Definition zugrunde liegende ganzzahlige unimodulare Matrix 


M= ( 5 ı) der Hauptkongruenzgruppe ['(f) mit f = 2 angehört, sind danach die Zahlen 


s a—1i1 „ b 
a= f ’ b’ = T' 
ce —— — , F E—— 4 
j f 
. . D 7) my! 2 and. a d 
mit der ganzzahligen Determinante a’d’ — bc’ = f 


ebenfalls ganze Zahlen. Setzt man abkürzend, bei gleichzeitiger Betrachtung mod c, an 

(8. 6) k=g“ +he=g|ce|+% mit Oo <k,<|e| 

R k*= gd’ — he’ = qu|c | + k% mit O<k)<|e |? 

so schreibt sich die Regel (8. 2), unter Beachtung der Fußnote ®), in diesen Bezeichnun- 
gen auch explizit als 


(kd = — k* mod c) 





(8.7) in „+ rm .. 
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In dieser Gestalt lassen sich die s,„(a, c) leicht umformen. Zunächst ist in Hinblick auf 
die Definitionen (7.6) und (1. 10) bei der Normierung 0 <g<f 


= &lertjet fiel -I7 ++ “la 


mod r 
E. u gel_i 
x (jet eitylei - [rt re 3) 


2. (@leırt jc)* e)lAlıe + le ) 
tet leer ie) 


a mode e| lei a mode a mod e 
+ (A) a-lel 
= 2 Pılıejet elta) 


wobei allgemein zur Abkürzung 


(8. 8) R,(z) = R?(x) — R(x) = P,(x) _, 


gesetzt ist. Denkt man sich dieselbe Umformung auch für die Summe s, _,(d, c) in (8. 7) 
durchgeführt, so erhält man durch Vergleich die Beziehung 


(8. 9) z Pılte+ |. ,)P (27) = zPıl; eat )P ri’ 


a mod e c | a mod e | c | 


wobei wegen (8. 6) die Summationen auch nur über diejenigen # mod c erstreckt zu werden 
brauchen, die echt-gebrochene Argumente in beiden Faktoren liefern. 

Zur weiteren Umformung der allgemeinen Dedekindschen Summen hat man nun- 
mehr die Umgestaltung an Summen des Typus (8. 9) vorzunehmen. Hierbei kann ohne 
Einschränkung k, + 0, also nach (8. 6) auch k% + 0 angenommen werden, da die Summen- 
ausdrücke in (8. 9) sonst mit den speziellen Dedekindschen Summen s(a, c) = s(d, c) im 
wesentlichen zusammenfalien. 


Man hat nun der Reihe nach 


zul) al) zZ Alert) al) 


a mod ec u mod e 
u =0,k* mod e 


Hal) + OP) 
BTBEERRNN TE 
STR RER BETTER 
ENTE La BETIEOHU RE 





| u 
y 2 (4) ele +, 2 (e(#)- Dr .) 


(al) + a) 








ul 
sc 


so 


fü 


Sc 
fü 
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und hieraus ergibt sich endlich nach gehöriger Vereinfachung, unter Anwendung der 
schon mehrfach benutzten Gleichung 


je! —1 d u 
rl arler)= 
sowie der Formeln 
d k* # k* 1 
P, fr ho) =—P, (a) =—P, r ) PP) = — 5 
für die fragliche Summe links in (8. 9) die endgültige Umformung 
tl) > link 
80 alte) 


Somit hat man für die allgemeine Dedekindsche Summe s,,(a, c) selbst die dann auch 
für k, = 0 gültige Reduktion 
ei 1 ko 1 g 
8.1) 8400) = 54,0) +14 le) ZPil) + 7c7 Ralf) 
r2 1 k 1 g 
= s(a, c) +1, (d, le) — 5 P, (rc) + ie] R, (*) 
auf die spezielle Dedekindsche Summe s(d, c) = s(a, c) aus (1.9) und auf die allgemeine 
Eisenstein-Sternsche Summe 
B d \ 
(8. 12) 1.4, 0) = 1,0, 0) = ld) = EPılor) 


n=1 

—1 c 

ka = ® h- 
ad=1imode,a=d=1 modf,c= (0 mod. 


Solche und ähnliche Summen treten gelegentlich für den Spezialfall g=0, h+0 bei 
Eisenstein [3], Stern [23] und anderen auf?). Aus (8. 11) erhält man übrigens den in 
(7. 11) angegebenen expliziten Wert von s,,(1, ce), wenn man darin die offenbar geschlossen 


mode, 0<k,<[|e|, 
mit 


berechenbaren Werte von s(1.c) und i,, (1, |e |), mit k, = h © mod c, einträgt. 

Denkt man sich die oben vorgenommene Umgestaltung auch für die rechte Seite 
von (8. 9) durchgeführt, so erhält man für die allgemeine Dedekindsche Summe s, _ „(d, c) 
in der zweiten Zeile der Gleichung (8.7) die entsprechende Reduktion 


el le} le] 


\ 


(8.13) 5, _ (de) = s(a, + pe Pl )+ lt) 


— s(d, c) + t,.(a, |e D-zı(2) FB. R,(#). 


le} " Iel 
Durch Vergleich von (8. 11) und (8. 13) erhellt somit gemäß (8. 7), daß explizit 
ke d 1 k\ 76 1 k* 
en zrler) Ale) zRler) 320) 

ist, und diese Gleichung ist trivialerweise auch für k = k$ = O richtig. Man kann die obige 
Summe i,,(d, c) formal noch etwas anders schreiben, indem man die Summation bis zu k 
hin anstatt bis zu seinem kleinsten nicht-negativen Rest k, mod c hin erstreckt. So hat 
man auch 


4) Die betreffenden Summen werden von den genannten Autoren jedoch mittels der Bildung [x] anstatt 
mittels der Funktion P,(x) definiert. 


23* 
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x P (Se) für k> 0, 
d 


k * 
(8.15) 1,(d,e)=t,.(d,..)=!— N’ P, [= r) —P, (Ü) fürk<0,k#0modc,k*$&0 mode, 


\ 





— x P,(Eu)=0 für k<0, k= k*=0Omode, 


wobei der Strich am Summenzeichen jeweils andeutet, daß bei der Summation nur über 
die angegebenen u =£ O0 mod c summiert werden soll. 

Die Relation (8. 14) kann noch in eine formal etwas allgemeinere Gestalt gebracht 
werden, welche die Abhängigkeit bzw. Unabhängigkeit der einzelnen Bestimmungsstücke 
deutlicher in Erscheinung treten läßt. Dazu seien a,b, c, d irgendwelche von Null ver- 
schiedene ganze Zahlen mit ad = 1modc, —bce = Ai moda. Es seien ferner x und u 
nicht-negative ganze Zahlen aus den Intervallen 0 <x<|c| bzw. 0O<u<[|a]|, auf 
die es hinterher wesentlich nur mod c bzw. mod a ankommen wird. Entwickelt man dann 
die Summen 

’ d u x ' c vu 
ZA za) 
„+0, mode „#0, u. mod a 
jeweils durch Summationstransformation nach dem in Anschluß an (8. 9) durchgeführten 
Reduktionsschema auf zwei Weisen, so erhält man die zu (8. 14) analogen Formeln 
: d 1 & u. ( a 1 ( x 
zrlee)-3 Ale) -2Rle) rl‘) 
- c 1 c “ b 1 u 
Zr) a Pla) =zRl7)-22(e) 


v1 ‚1 ‚a 





für die allgemeinen Eisenstein-Sternschen Summen t,(d, c), t,(a, c) bzw. t„(c, a), t.(—b, a). 
Dabei bedeuten y und v den kleinsten nicht-negativen Rest von dx mod c bzw. cu mod a. 
Die oben angenommene Beschränkung für x und u erweist sich als unwesentlich, wenn 
man die in (8. 15) gegebene allgemeinere Darstellungsform für die Eisenstein-Sternschen 
Summen zugrunde legt. 


3. Auf Grund der Reduktion in (8. 11), (8.13) erhält nunmehr die Iteziprozitäts- 
formel für die allgemeinen Dedekindschen Summen syn(a, c) und sı,(d, b) in (7. 12) die end- 
gültige Gestalt als Atelation zwischen den Eisenstein-Siernschen Summen t,,(d, c) und t, (a, b) 

ke d \ 1 ko "_/a ıL, 

En (er-3e +zPlar)-37 
1 g\a+d—2 Abd aut. (sgn b + sgn c) (sgn d— 1) 
a Hal) + ? 


Hierin ist analog zu (8. 6) abkürzend, bei gleichzeitiger Betrachtung mod b, 


I =hd+gb=glb|+tl, mit o<u,<[|b| 
* = ha — gb =q.|db| + mit o<5<[|d]|’ 


. 


(8. 18) | (la = — I* mod b) 





angesetzt. Die verschiedenen Größen in (8. 6) und (8. 18) hängen untereinander durch die 
Gleichungen 


(8. 19) 


kd =le—k*, kb =1*+la 
kka=—l*—k, k*Kb=—l*d—| 


zusammen. 
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Bei dem rein-arithmetischen Beweis der obigen Reziprozitätsformel (8. 17) spielt 
eine auf Gauß [7] (Bachmann [1]) zurückgehende Reziprozität zwischen Summen aus 
größten Ganzen eine wichtige Rolle. Es sei x ein positiver echter Bruch, und es seien die 
natürlichen Vielfachen z, 2x,...,nx ebenfalls sämtlich positive echte Brüche. Dann 
lautet die fragliche Gaußsche Reziprozitätsformel 


[nx] 


(8. 20) 2 [vx] + 2 





v - = n-[ne]. 


Für das Folgende ist es zweckmäßig, diese Formel mittels der Funktion P,(z) aus (1. 10) 
zu schreiben. Man erhält dann unmittelbar auch 


[nz] f 

82)  ZPbm+ zZ Pılr2)=5(2 Rılnz)+ Rina)). 

Der Beweis für (8. 20) Pr damit auch (8. 21) liegt übrigens auf der Hand, wenn 
man sich der gittergeometrischen Ausdrucksweise bedient. Die Summe rechter Hand in 
(8. 20) läßt sich als die Gesamtanzahl der Gitterpunkte in einem Rechteck deuten, dessen 
Seitenlängen n und nz sind. Diese Anzahl setzt sich, wie linker Hand in Formeln ange- 
geben, additiv aus den Teilanzahlen der Gitterpunkte in den beiden rechtwinkligen Drei- 
ecken zusammen, die aus dem Rechteck durch Ziehen der von links unten nach rechts 
oben verlaufenden Diagonale entstehen. Dabei ist zu beachten, daß auf Grund der ge- 
machten arithmetischen Voraussetzungen auf dieser Diagonalen selbst keine Gitterpunkte 
liegen. 

Aus (8. 21) erhält man nunmehr für den Spezialfall x 4, n = k,, wobei jetzt x 


auch negativ sein darf, die für den Beweis von (8. 17) wichtigste Hilfsformel 


[* „i= d 1] 
En BR c d c d 
fe | c ce —k*\ 
wie + Dir nf e )): 
letzteres, unter Beachtung der Periodizität von R,(x) und R(z) mod*+ 1, wegen der nach 
(8.19) bestehenden Kongruenz kd =—k* modc sowie der Spiegelungseigenschaft 
R,(— 2) = R;(2). 

Die für den vollständigen Beweis von (8. 17) hier befolgte, sich wesentlich auf (8. 22) 
stützende Methode macht zahlreiche Fallunterscheidungen erforderlich. Es wird genügen, 
den Beweis lediglich für die eine Hälfte aller auftretenden Fälle in allen Einzelheiten 
durchzuführen, da die andere Hälfte sich methodisch völlig analog behandeln läßt. Die 


fragliche Gesamtheit der betrachteten Fälle sei nun für das Folgende durchweg durch 
die Forderung 


(8. 23) k=ga +he' Z0 mt O<sg<f,O<sh<f 
unter allen Möglichkeiten hervorgehoben. Es bedeutet weiter keine Einschränkung, den 
(uotienten : der im folgenden festzuhaltenden Bedingung 


(8. 24) £|<ı 


zu unterwerfen. Andernfalls hätte man „ämlich wegen ad — bc = 1 für den komplemen- 


z die Ungleichung 5 <41, und in diesem Fall hätte man dann in 


tären Quotienten 
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Hinblick auf die Gestalt der Formel (8. 17) an die zugehörige Zahl != hd’ + gb’ die 
Bedingung (8. 23) zu stellen und sich beim Beweis von (8. 17) auf eine zu (8. 22) analoge 
Hilfsformel zu stützen. Auf Grund der Voraussetzung (8. 23) kann man nun die Formel 
(8. 22) offenbar auch in der folgenden Gestalt schreiben: 








(8. 25) & P, (Eu) + z P,(3 = (5 (0) + grleng —E)) 
„#0 mode „#0 modd 


Man hat jetzt eine Fallunterscheidung zu treffen, je nachdem gemäß (8. 24) 


ps. <4 oder —1 <i<0 gilt. 


I. Es sei 0o<£ <A,sgne=sgnd. Wegen kd = le — k* ist 


4-8] 


wobei hier die Alternative 


a ü Ed] 0 für 1>-— >20, 
. RE =, für -1<—.<0 
besteht. 
Dementsprechend hat man wieder zwei Unterfälle zu unterscheiden. 
1. Es sei [- “] =(0. Dann ist k n =1>0. Damit schreibt sich (8. 25) in 


der Gestalt 
(8.26) 2 P(Su) + x »[S )-3(5%(-)+R(-)). 


n=1 v=1 \ 
u#+ O mode „#0 modd 


a 


Für die zweite Summe links erhält man unter Beachtung von P,(z) = P,(0) = _; für 


ganzes z weiter 


z »la)-2rle+slal-2r@ tale 
„+0 modd 


k l 1 —k* l k* . u 
letzteres wegen rer} - (ta ö | - nl» da 02 — <i ist. Für 


die letzte Summe hat man wegen der Gleichung ad— bc = 1, also 7= 5 u z die 


Umformung 


Hierin ist nun 


5 | für » #0 mod b 
(8. 27) [3] = ‚ wenn bd >0, also 5>0,d>0 


5-1: für v= O0 modb (dal=hd +gb' >0), 








bz\ 


Da 


bzv 


(8. 


(8. 
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bzw. 


I; | für » #0 modd 
(8. 28) [5 ‚) - ‚ wenn bd <0. 
5’ +4 für v= Omodd 


Damit wird endlich 


R_ , 2 l 1 Ik 
ee 2 Algr)=zRAlr)- m thlt2te 
vr #0 modd 


ar ER “+Bl+sll 


v-1 
„=0 modb 


i a 4 > 
= zPrlgr\ a +3[J]+3[5]- 
wenn bd >0, also 5b >0,4>0,c>0,a>0, 


bzw. 


eo zalge)-zrln)-8r-[altsle] 
„+0 modd 


2 u 41 Id+1) ALk 

. : Plg)-alıı a2 —alrenl 

„#0 mod b 

„zp/[® 1 Id+1) Afk wi; 

- Pl) 2 -3 [71] -3 57] 
wenn bd <0. 


Im Fall bd > 0 erhält man nunmehr für die linke Seite der zu beweisenden Formel 
(8. 17) auf Grund der vorgenommenen Umformungen 


» (d\ Ab, „(a 1, 
(8. 31) AUITRERETTER. 


v=1 


-zRl; + rl 36% 


n=1 


1 AL.A ıd+M 
3) - tra 2 


| > 


„#0 modd 


| 
d [4] c 
-z Pl; +zAlga)-3.-2:t0 2 
l 


u=1 


_i4/[e k* k* 1%k 1 1 Ii+1) 
-3(@4(-7)+R(-7))-3°-337 ta 2 


letzteres gemäß Formel (8. 26). Trägt man hierin die expliziten Werte für k, k*,l aus 
(8.6), (8.18) ein, so erhält man endlich für die linke Seite der behaupteten Gleichung 
(8. 17) durch Ausrechnung 
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1 
(8. 32) sp (E 3 + 2P(4)-32 
nl 
ee 
2\d c ) d c c C b 
4 hat sb)(hd +8 + " 
ba 

CHEN a+d—2 apa een) 

2 2 c f c ji 1 / b 
Pr g\ a+d—2 +42: 


Da im vorliegenden Fall bd > 0 sowohl 5 >0 als auch d > 0 gilt, ist dies gerade die 
rechte Seite der zu beweisenden Gleichung (8. 17). 
Der Fall bd <_ 0 zerfällt wieder in zwei Unterfälle, je nachdem 5 < 0 oder 5b > ist. 
a) Essib<0,d>0,c>0,a<0. Dann ist k= ga’ + he' <e, also k=k,. 
Für die linke Seite der zu beweisenden Formel (8. 17) erhält man somit unter Anwendung 
von (8. 30) nach nunmehr geläufigem Umformungsschema sogleich 


9 zrlen-30+zR[) 3% 
[* 2] 
Enten art 
EN OT EIER. EC LEERE 2 


und hierfür ergibt sich wegen völliger Übereinstimmung mit (8. 31) gerade der oben in 
(8. 32) angegebene Wert. Da im vorliegenden Fall d > 0 ist, ist dies wieder gerade die 
rechte Seite der zu beweisenden Gleichung (8. 17). 

ß) Essib >0,d<0,c<0,a>0. Dann ist 0 <!= hd + gb’ <b, alsol= |,. 
Für die linke Seite der zu beweisenden Formel (8. 17) erhält man somit unter Anwendung 
von (8. 30) nach geläufigem Umformungsschema sogleich 


. 1, 
(8. 34) Zalcu)-3 + zr(5 41: 

d 1) \Afk1ı As  Aflı AL, A Id+ı 
ei ” L ii ATI Sm, ©, 
-zp(S +2rl) [sei 72+3[;] PR DE 7 
_Afe h* ik Al A 14 
- (al =) + R(-)) — 537 5 


und hierfür ergibt sich wieder der oben in (8. 32) angegebene Wert. Da im vorliegenden 
Fall b >0,c<0 gilt, ist dies gerade die rechte Seite der zu beweisenden Gleichung (8. 17). 


* 
2. Es sei - = —1.!Dena ist [x 2] -1—-1>0, alo 1>1. Damit 
schreibt sich (8. 25) in der Gestalt 
u nie 1 (e h* a 
3) 2 Alcu)+ X Algr)=37 (ar )+R(-7)) 
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Hierin ist nun weiter, unter Beachtung von P,(z) = P,(0) = ie 5 für ganzes z, 
os k*\ Afk 
zZ Arz = zri(g »)+ ala] - zr(5 )— ala)+zlic] 
„#0 modd 
k 
a ET 
letzteres in 1 auf kd=lc—k* und wegen f 5 1 =|7 + ap |” | aıl- 


da—1s— T < 0 ist. Unter Anwendung von (8. 27), (8. 28) erhält man daraus dann 
die zu (8. 29), (8.30) analogen Formeln 


= ei de 1 Id+A) "*\ Apkj Afl 
a3 2 Alr=rrlgr nn Ala)taleltal]: 


„#0 modd 


wenn bd >0, also 5b >0,4d>0,c>0,a>0, 


bzw. 


un Erler -lel-iel 


‚= 0 es d 
wenn bd <0. 


* 


Im Fall dd >0 hat man zunächst wegen -* =—1 und c>0,d>V0 





* 
0 <k* = gd’ — he’ <d; somit ist T =(. Für die linke Seite der zu beweisenden 


Formel (8.17) erhält man dann unter Anwendung von (8. 36) nach geläufigem Um- 
formungsschema 


k (d\ Ab, „fa Il, 
a3) zAle)-3 2+zRlgr)-7% 





n=1 c 
... I fe 1 Id+i) k* Alk AM Aflı iu 
= zalsutzPrlg) tm 2 +AlQ)-3[]-7°-315)-37 
#0 mod d 
2 0a, #3] n u+ Ik Al k* 
o c c 
= zPlge)+ zrlar)tm 3 er, rl) 
_Alen[ b en (44 Ile 4 
aa + R| Va Trute 
(ec, [k ke kl hr | 
(rl) Rd) 2-52 twlern) 
Bat jez EM ge tle hd’ + gb’ 
-3(3 c r . ur au 
„(hd + gb) hd’ + gb + 2) 
bd 


Dieser letzte Ausdruck stimmt nun mit dem in (8. 32) auftretenden völlig überein und 
hat somit den dort angegebenen Wert. Da im vorliegenden Fall bd > 0 sowohl b > 0 
als auch d > 0 gilt, ist dies gerade die rechte Seite der zu beweisenden Gleichung (8. 17). 
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Der Fall dd < 0 zerfällt wieder in zwei Unterfälle, je nachdem b < 0 oder 5b > 0 ist. 
x) Es si b<0,d>0,c>0, a<ß0. Dann ist k=ga’ + he <c, also k=k,, 


* 
ferner ist wie oben | ri — 0, und wegen 1 <I= hd’ +gb' <d ist auch [4] — 0. Für 


die linke Seite der zu beweisenden Formel (8. 17) erhält man somit unter Anwendung 
von (8. nach geläufigem Umformungsschema sogleich 


(8. 39) zP, fe 3 +2 P(F )— is 
[#4] 
= EP (< #)+ 2 Pr (3)-3 [2] - +7 Is ]- Jrtl | 


1 1044) 
+27 tw u 


_Ife k* k* ia. BI, 4 +1) 
-7 (ar (- He) int £. I 
und hierfür ergibt sich wegen völliger Übereinstimmung mit (8. 38) der dort angegebene 
Wert. Da im vorliegenden Fall d > 0 ist, ist dies wieder gerade die rechte Seite der zu 
beweisenden Gleichung (8. 17). 

ß) Essib >0,d<0,c<0,a>0.Dannist1 <I= hd’ + gb’ <b, alsol=|,. 


* 
Ferner ist wegen - n = —1—|c|<sk* = gd' — he’ <0, daherd <k*<0. Also 
2 


ist wie unter «) [7 = (), was insbesondere d+ k* zur Folge hat. Somit hat man in 


Hinblick auf (8. 19) IF id) -F5 -]= | | - | | . Für die linke Seite der zu beweisenden 


Formel (8. 17) erhält gl danach unter Anwendung von (8. 37) nach geläufigem Um- 
formungsschema sogleich 


(8. 40) zr(u)-ze+ Zr it 
[* <] 
- Er (gu)+ 2 >» (7r)-alreltlarl- s+3[]- 3: 
| +2 (F)+° nd 
-1Gßal-Eral-E)-43 404440, 


und hierfür ergibt sich wegen völliger Übereinstimmung mit (8. 38) der dort angegebene 
Wert. Da im vorliegenden Falld >0,c<0 gilt, ist dies gerade die rechte Seite der zu 
beweisenden Gleichung (8. 17). 


II. Es sei —1 <icn, sgn c= —sgnd. Wegen kd = lc — k* ist 
[,|d k* 
ee)--:+ 11. 
k* 


—1für_1s— <I(, 


tn - 4 


wobei hier die Alternative 


besteht. Dementsprechend hat man wieder zwei Unterfälle zu unterscheiden. 








sc 
(8. 


Fi 
ga 


let 


bzı 


let: 
(8. 


(8. 


bzv 


(8. 


Bei 


(8. 
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1. Es sei =] - = —41. Dann ist |* x | = —I1—1>0, also —l>141. Damit 
schreibt sich (8. 25) in der Gestalt 
2 d Fr c 1 k* k* 
un Erle En) tinlf-al) 
#u=0 mode v#0modd 
Für die zweite Summe links erhält man unter Beachtung von P,(z) = P,(0) = _. für 


ganzes z weiter 


— Gere, c 41 [—1—1] c ıtk 

zarte 2 rlatelie) 
v = (0 mo 

k 

u er 

Id] d| 





ee - [7], da—1<s <o is. 


Unter Anwendung von (8. 27), (8. 28) erhält man daraus weiter die Umformungen 
—I-1 \ -i-ı a —i—-ı k 
zrlg’ = zPı(r)— =2+F BT +3 Heil 
RE 1 "\ 4 1d+) 1] Af%k 
a — — 
ze) An) He tale) 


wenn bd >0,alsob <0,d<0,c>0,a>0, (da l= hd’ + gb'< 0), 


ae 


z2()- ZA) -a.tilen 


ie I* u+ ) 
- 2 (Ag) 3leı] 
wenn bd <0, 


* 
letzteres jeweils wegen P, — 5 ) == P, () da kb = 1* + la ist. Unter Beachtung von 


(8. 15) erhält man daraus endlich die zu (8. 29), (8. 30); (8. 36), (8. 37) analogen Formeln 


(8. 42) y'p (5 = z7,(#)+3 2] - al )-4 4 I 2 


v1 
v»=z0modd 


wenn bd >0, also b<0, d<0,c>0,a>0, 


bzw. 


RER zr(gr)- 2» (4) - aheltsllt3-8 


v v=1 
v»#0 modd 


wenn bd <0. 


Beide Darstellungen sind für l, #0, 1% #0 als auch |, = !% = 0 gültig. 
Im Fall dd > 0 erhält man nunmehr für die linke Seite der zu beweisenden Formel 
(8. 17) unter Anwendung von (8. 42) nach geläufigem Umformungsschema sogleich 
24* 
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al) iu, wer 
84) ZAlcu-3 + zAlyr)-77 
u=l v 
dı 
4 sp, (2 Hz nf 1 un | Ah,4i 
= zPlo#) EA )- 2 c als) - 33'373 
It+1) 
+4 9 
_Ale,[_ k ke Ak AL, 4 1i+A) 
(ar + R( —)) ; Wh i ad A Zu 
k* 


Da hierin jetzt 0 < — ee. 1 gilt, stimmt dieser letztere Ausdruck mit dem in (8. 31), 


(8. 34) zuletzt auftretenden völlig überein und hat somit den in (8. 32) angegebenen Wert. 
Da im vorliegenden Fall bd >0 gilt b<0,c>0, ist dies gerade die rechte Seite der 
zu beweisenden Gleichung (8. 17). 


Der Fall bd < 0 zerfällt wieder in zwei Unterfälle, je nachdem 5 < 0 oder b > 0 ist. 
x) Es sei b<0, d>0,c<0, a>0. Dannlist 1<—1< |b], also en 6; 
* 
Is]>-*: != — |b|+I,. Ferner ist wegen ]=-: 0<k*t=gd'—he' <|e|. 


Es sei zunächst k* #—.c. Für die linke Seite der zu beweisenden Formel (8. 17) 
erhält man dann unter Anwendung von (8. 43) nach geläufigem Umformungsschema 
sogleich 


(dd ih, » fe Il 
8) Erlen) e+ zZrlgr)-3% 
ng Bel If k Ik Al IU+4) 
E = Ri re SE 
zrlse)t z Plg)+alıec ac 371773 tm 2 
ik AL A Id+A) 


1/c k*\ k* 
m 1 ae az Kar: Fi 1 a Am m 
und dieser letztere Ausdruck stimmt mit dem zuletzt in (8. 44) auftretenden überein und 


hat den in (8. 32) angegebenen Wert. Da im vorliegenden Fall d > 0 ist, ist dies gerade 
die rechte Seite der zu beweisenden Gleichung (8. 17). 


Ist dagegen k*= —.c, also kA =k,=0, so lautet die (8.45) entsprechende 
Umformung einfach 
I a EUER DEU PE I(I+4) 
wo ZPrlg)- 30-2 2 t2tm 2 


und die rechte Seite dieser Formel stimmt wieder mit dem in (8. 32) auftretenden Aus- 
druck überein. Somit ist die Gleichung (8. 17) auch in diesem Fall bewiesen. 


ß) Essib >0,d<0,c>0,a<0. Dann ist k= ga’ + he' <c, also k= k,- 
r 
Wegen & = — 1 ist ferner —c <sk* = gd’ — he’ <O. 


Es sei zunächst k* #—.c. Für die linke Seite der zu beweisenden Formel (8. 17) 
erhält man dann unter Anwendung von (8.43) nach geläufigem Umformungsschema 
sogleich 








(€ 


sie 


v# 


bz 


v& 
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4 (d ko 
(8. 47) zB) ge+ RE) - 18 


= SR 2 Bin 


vu=1 
_1fe k* EN; 1k Al It+1) 
- (5 (- er a 3 m’ 1 on 
Für diesen Ausdruck ohne — 1 ergibt sich wieder der in (8. 32) angegebene Wert. Da im 
vorliegenden Fall5b >0,c>0,d<.0 gilt, ist der Gesamtausdruck gerade die rechte 
Seite der zu beweisenden Gleichung (8. 17). 


Ist dagegen k* = — .c, also k} = k, = 0, so lautet die (8. 47) entsprechende Um- 
formung einfach 


ko ER Fig arg (») 1 k 415 1L, 1,1 .1d+M 


I a iu _ 1k 3 Il +4) 
ans zplp)-3E--7°-I17+m 47-1, 


und für den Ausdruck rechts ohne — 1 ergibt sich wieder der in (8. 32) angegebene Wert, 
so daß auch hier der Gesamtausdruck gerade die rechte Seite der zu beweisenden Gleichung 
(8. 17) darstellt. 


* 
2. Es sei = —2. Dann ist |k : |- —1—2>0,also —1> 2. Damit schreibt 
sich (8. 25) in der Gestalt 
iR ! 1 /e k* k* 
es) zrlen)+ Zralgr)-3lrl) Rd). 


a=#0 mod ce v#0 mod d 





Für die zweite Summe links erhält man unter Beachtung von P,(z) = P,(0) = _, für 
ze. z weiter 


Erler Erle 


+ 
letzteres we en | Bla, . =] d 
ii] Id] Id] a |} 


Unter Anwendung von (8. 27), (8. 28) erhält man daraus weiter die Umformungen 


s es ste —i—2 1Tk 
zp(gr)- zer; )— v2’ 01 +32] 


* 
—?2 <- <—1 ist. 


#0 mod d 
- a I* IH —a 4 d+i)(d+2) 
rer) 
—i1—2 1 T[k 
+| 15] l+zl]- 
wenn bd >0,alsob <0,d<0,c>0,a>0,(dal=hd' +gb' <0), 
bzw. 


Ere)-2r)-n2r-Dal#aleil 
ei en al, 


wenn bd <0, 
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b 
kb=1* la ist. Unter Beachtung von (8. 15) erhält man daraus dann endlich die zu 
(8. 29), (8. 30); (8. 36), (8. 37); (8. 42), (8. 43) analogen Formeln 


Ir M % a 1 [k if 4 I* —a 
u Mara] ) 
„+0 mod d 
‚erner9 
rs 2 
wenn bd >0, also 5b <0, d<0,c>0,a>0; 


b+l*—a, alsob+li+1 (vgl. (8. 54)), 


a I* a * —a 
letzteres jeweils wegen P, (-7)) == P, v) P, a (l+ 1) = P, ( b ) da 


bzw. 


es ZAlgn)-Zrlen-aliıtale)t3-rl5) 
erg 1 .0+Nd+2 
a Sue 

wenn bd < 0°). 


Beide Darstellungen sind für l, #0, {#0 wie auch für /,= If = 0 gültig. Da nach 
Voraussetzung 


* Ks 
BER PU 1 Me 
c u. / 
ist, folgt hieraus 
g e g 
pur Wale pe ya are K 


wobei alle auftretenden Nenner von Null verschieden sind. Durch Umrechnung dieser 


Ungleichung auf den positiven Bruch — Be vermöge ad — be = 1 und Eintragung in 


b 
I* h— gb —a f—ha—i 


> vu | 
b b f b >» 


erkennt man, daß im vorliegenden Fall die Ungleichung 


Bü 
(8. 52) pe PT 

erfüllt ist. 
Im Fall dd > 0,1* +#a, erhält man nunmehr für die linke Seite der zu beweisenden 


Formel (8. 17) unter Anwendung von (8. 50) nach geläufigem Umformungsschema 


(8. 53) zp(@ je +2P ( 45 


u=1 


an lent 3 nee 


n=1 
(+1)U+2) 
+37 tm ) 


5) Die Möglichkeit b|1* — a, d.h. 5|!+ 1 kann hier nicht eintreten. 
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1 k* ii 33: PB, 1 ‚a+1)(+2) 
(3 R, (-)+R(-))- 3 131 3 3m 2 
1/e k* 2 k* k* ik Al 1 #*-—a 
3 -2-1)---1)+-2-1))-32- 3737 3 
1 .d+NU+2 
Uri 2 
Z 


1le([_ kra c[ ki Ak AL, A KU+N 
AT - HH IT 


wobei bei der Rechnung berücksichtigt ist, daß gemäß (8. 19) die Beziehung 


co+#,# i+1 dbe—ad+i1+kb+#d+i 0+0 
d 


un IT 0 m = = 0 


„+7 bd bd 


besteht. Der in (8. 53) zuletzt auftretende Ausdruck stimmt mit dem in (8. 32) überein 
und hat den dort angegebenen Wert. Da im vorliegenden Fall dd >O giltb<0,c>0, 
ist dies gerade die rechte Seite der zu beweisenden Gleichung (8. 17). 


Ist jedoch /* = a, so hat man gemäß (8. 19) 5b|U +1, also = |b |—1. An die 


Stelle von (8. 50) tritt dann wegen 57 ] = IT ] — 1 die einfachere Hilfsformel 


re) Sin fl ++ 
en 2 alg-all-alel1-u  : 
v+#0 modd 
und für die linke Seite der zu beweisenden Formel (8. 17) ergibt sich damit dieselbe Um- 
formung wie oben in (8. 53). Somit ist die Gleichung (8. 17) auch in diesem Fall bewiesen. 


Der Fall bd < 0 zerfällt wieder in zwei Unterfälle, je nachdem 5b < 0 oder b > 0 ist. 
Hierzu ist zu bemerken, daß in diesen beiden Unterfällen die nach (8. 52) mögliche und 


für bd > 0 auch wirklich eintretende Gleichheit /* = a nicht eintreten kann. Denn aus 
* 
I* = a folgte ka = — l*c—k= —ac—k, also r =—1 —. und wegen ac < (0) somit 


[7] = — 1, wider die allgemeine Voraussetzung in 2. 

%) Es seib<0,d>0,c<0,a>0. Dann ist 2<—I=— hd — gb’ <|b|, 
also 115 r ]-° y : = —1,1=— |b |+1,. Für die linke Seite der zu beweisenden 
ne, (8. 17) I. man dann unter Anwendung von (8. 54) nach geläufigem Umfor- 
mungsschema sogleich 


1 
s ° a 1L, 
’+ZPly)-77 


vy= 


[«] 2] 
B- d a c ifk 1%, Afı iu 14 
-zP(lou)+ 2 P (2 +3 teil -4-H 
IH —a 
+ Pı( b +2 Ze ; 
Dieser Ausdruck stimmt mit dem in (8. 53) auftretenden überein und hat den dort an- 


gegebenen Wert. Da im vorliegenden Fall d > 0 ist, ist dies gerade die rechte Seite der 
zu beweisenden Gleichung (8. 17). 


nn lk 
(8. 55) zer) 37 
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ß) Essib>0,d<0,c>0,a<0. Dann ist k=ga’+he' <c, alsok=k,. 
Für die linke Seite der zu beweisenden Formel (8. 17) erhält man dann unter Anwendung 
von (8. 51) nach geläufigem Umformungsschema sogleich 


PR. iu. 2./0 1, 
850) ZPlcr)-3 C+2Ply 3% 





Ä dı N [fe ET WEN NE TEEN 
= zplge)+ Z ala)+aliel-3e-2liil 2: 2 
._ +4)(l+2 
( ie 1 (+1)(d+2) 


dd 3 
1/e k* k* ik 11 I*—a 
=;( 7 ac mar? ms ae 7 Wa b 
1 Ii+1 2 
et, 


Dieser Ausdruck ohne —1 stimmt mit dem oben in (8.55) auftretenden überein und 
hat den dort angegebenen Wert. Da im vorliegenden Fall5db >0,c>0,d<0 gilt, stellt 
der Gesamtausdruck die rechte Seite von (8. 17) dar. 


$ 9. Die Kompositionsregel für die Matrixfunktionen ®#,(M) und ® ,(M). 


1. Auf Grund der Reduktion (8. 11) hat man nunmehr für die Matrixfunktionen 
in (7. 43), (7.14) auch die Darstellungen 


f d—2 un. d k 1 
ab R, \ —2 2 PER) + 2—Zsgne für c+0, 
(9. 1) 05,(M) = o®, (. ı) = s n=1 
R(#)o für c=0, 
L 
. ee a 
R[S)e+2 22 P(e)+ Zone 
v=1 
ab d 
(9.2) ®© ,(M)=®,, (. ı) | + FE 2sgnc-s(a, c) für c#0, 
?.(5)0 für c=0. 





In Hinblick auf (7. 15) und (3. 3) genügt es, die Kompositionsregel (7. 18) für die Matrix- 
funktion ®#,(M) zu beweisen. 


2. Es seien M, = (”" bi ‚M,=|(* ba zwei ganzzahlige unimodulare Matrizen 
cı dı cd, ® ® 


der Determinante + 1 aus der Hauptkongruenzgruppe f-ter Stufe T(f) (f>2), M,= M,M, 
ihr Produkt, so daß explizit 

3 ba A,Qg + bite, Abe + bıd,‘ 

9.3 NM. |” )\-( 162, 10a ı@g 

. ’ E d, 610; + dic, cd + 4.4.) 


ist. Dann gilt die folgende, schon in (7. 18) erwähnte, Kompositionsregel für die Matrix- 
funktion ©®#,(M) 


9.4) OHM) = OrlMı) + OHM) + sn (acc). 








121 


un 


wo 


Da 
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Beim Beweis dieser Regel nimmt man zweckmäßig die trivialen Fälle vorweg. Sei 
cs =0, ad, =4A, also a,=d,=4. Dann ist M, = “ n 


gemäß (9.1) 


mit f|d,, und man hat 


0,(M)=R, (£) &; 


Weiter ist M, = “ + dıta, ba re und man hat gemäß (9. 1) 


Ca ’ 2 


En. ka,o 
R,($) rate "22 (®%) * ka _ 1 sone, für, =0 +0, 
* f cz nu=1 Ca cz 2 
0,(M;) = 
R.(5) (b, + b,) für s=o=0, „.=d,= L. 


Da %k, = ga; + hei, = ga; + he, + gb, c, = k, + gbic, ist und c,= c, gilt, ist offenbar 
k,o = k,.. Somit ist in jedem Fall 

®#,(M;) En ®4,(M}) + 05,(M;), 
wie in (9. 4) behauptet. Analog erledigt sich der Fall c, = 0. 


Sei schließlich c, = c,a, + d,c, = 0. Daraus folgt d, |a,, a, | d,, also ist a, = +dı. 
Da jedoch a, = d, = 1 mod f gilt, steht hierin wegen f> 2 notwendig das Pluszeichen, 


und wegen c, = 0 ist überdies c, = — c,. Somit hat die Matrix M, notwendig die Gestalt 
N 1/73 b, ur d, b, . 2 
M,= e = = (_ . Pu mit d, = a, mod c,, 
wobei sich die Kongruenz unmittelbar aus den Determinantenbedingungen | M, |=|M,|=1 


ergibt. Da die Fälle c, = 0, c, = 0 bereits oben erledigt sind, kann im weiteren ohne Ein- 
schränkung c, #0, c; #0 angenommen werden. 


Gemäß (9.1) ist dann 


ne u 
om) Rt) 2 ru) + gone 
f 1 p-1 Cı c, 2 
und 
m) R,[e\ht&-2_9 5 (- de ko „1 
(HM) =R,($) u 22Pı cı BR ©, 
— 8 d4+b—2 ki 4 k&o 1 
een 


wobei zuletzt die Relation (8. 14) benutzt ist. Nun ist hierin 
k* = gd, — he, = gd,, + hei = gai + hei = k, mode, 
also k%, = k,,.. Auf der anderen Seite errechnet man 5, = a,b, + b,d, aus der Deter- 
minantenbedingung d,d, + c,b, =1 zu 
4 —d 
" 
Damit wird 
a, —d, 
c, 





0 (M) = R,(f) "TR = O5) + Or), 


f 
wie in (9. 4) behauptet. 
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Sei jetzt c, #0, +0, c,#+0. Für den Spezialfall M,= M/'= M', also 
M ,= I läßt sich nun die Formel (9. 4) sehr einfach beweisen. kant Definition (9. 1) ist 
Ba 


Pike .) unter Berücksichtigung von (8. 14) unmittelbar 


nämlich wegen M ' = ( 





f FE * 
R[e) zn u)+ Ko (0) 
f u n=1 2 
(9.5) O%(M )=: =—R[f) +7 ?+222( #)— fa + Zsgnc für c=+0, 
—Ra[F)b für c=0. 
Also hat man ®#,(M-!) = — ®5,(M). Andererseits ist offenbar ®#(/)= 0. Daraus 


erhellt wegen c, = 0 sofort die Gültigkeit von (9. 4). 


Der Beweis der allgemeinen Kompositionsregel (9. 4) macht bei der hier befolgten 
rein-arithmetischen Methode eine große Anzahl von Fallunterscheidungen erforderlich 
und läßt somit die Überlegenheit der in $ 77, Nr. 2 geschilderten analytischen Methode 
deutlich hervortreten. Da ein solcher allgemeiner Beweis zudem mit.dem in $ 8 für die 
Reziprozitätsformel (8. 17) gegebenen, zahlreiche Fallunterscheidungen berücksichtigen- 
den Beweis mannigfache Berührungspunkte aufweisen würde, wird es hier genügen, 
lediglich die zum allgemeinen Beweis hinführenden Hilfsmittel herzuleiten und diese dann 
an einem formal einfachen, aber schon hinreichend allgemeinen Spezialfall zu erproben. 
Hierbei ist wesentlich, daß die allgemeine Definitionsformel (9. 1) insgesamt vier ver- 
schiedene Darstellungsformen besitzt. Diese erhält man einerseits aus der einfachen 
Umformungsregel (8. 14), andererseits aus der tiefer liegenden Reziprozitätsformel 
(8. 17). Danach hat man 


(9. 6) om =R,(F)**° 22 (leur zoo: 
- Ale) ’— 22 (Eu)+ —Zsgne 
rag lie) ren 

— > sgn d (sgn b + sgn e) 
ara) rt ze 


1 
— 7 sgn d (sgn b + sgn ec). 
Es sei nun M,= M,M, die in (9. 3) explizit gegebene Produktmatrix. Dann hat 
man für die zugeordneten Zahlen k,, k#, l,,l* die Zerlegungsformeln 


Fo ka, +lo,+k, k=kt+ktd —itc, 


9,7 
m. Lukbtidth, BB —Bb +le, 


und hierbei bestehen die Kongruenzen 


(9. 8) ee modc,, a,(ktd,—I}c) =—k,mode,, 
a,(k,b, + l,d,)=—I* modb,, d,(— kb, +l%a)=—1, modb,, 








sc 


su 


die 
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die sich leicht aus den Quotientendarstellungen 


d,;, d, cı b; d, 0 0 Ca b, A, 

ie m nn — — == .— BER , 
(9. 9) u 9 ui RE u u u du 

A; Gy b, Ca a, d, _d, ba Cı d, 


b; b, bb; an d, + d,b;' b, b; bb; * a, a,b; 


unter Beachtung von (9.3) ergeben. Nimmt man nun der Einfachheit halber an, daß 
k,, kı@a; + l,c, sowie k, sämtlich positiv sind, so zerfällt die in (9. 1) auftretende Summe 
in zwei Teilsummen: 

d, d, kaz+lıc, , /d k* 
zr,(®,)= 2 r(&,)-"2 Rle)+ 2 Ale), 
n=1 C3 n=1 \ n=1 (3 n=1 

letzteres nach (9. 7), (9. 8). Der Strich am Summenzeichen deutet dabei jedesmal an, daß 
nur über solche #«modc, zu summieren ist, die echt-gebrochene Argumente für die 
Funktion P,(x) liefern. Für die erste Teilsumme rechts hat man aber gemäß (8. 16) die 
Umformung 


katle /d, (kibe, 4 k* 1 kıa2 + lıc, 
P3 r(= „= £ re .)+3 A(l-)-3 A(9®; ) 


u=1 n=1 3 Cz 
wobei {— k#}, irgendeinen nicht-negativen Rest von — k* mod c, bezeichnet. Trägt man 
schließlich noch die Werte für die Ausdrücke 2,0 ‚ — aus (9. 9) in die beiden fraglichen Teil- 


3 
summen ein, so ergibt sich die für den Beweis von 1) 4) grundlegende Reduktionsformel 


ky,o d k; d, tar Ye, \ 
0.10 Zaun) - Ale 2 Alten © u) 
u=1 Cz3 


u=1 \C3 p=1 cı CıCz 
ka d 1 au+kie 1 f 1 ka, + le 
N a. __3+,a8 ı162\ , + _Mki\_: ı@a ı€C2 
2 Pen cz Cz )+ 2 P, a, 2 | Cz ); 


und eine analoge Darstellung erhält man nach demselben Schema auch für die in (9. 6) 
angeführten anderen drei Summen. Vermöge dieser Formel (9. 10) soll nunmehr, wie an- 
gekündigt, der Beweis für die allgemeine Kompositionsregel (9. 4) in dem Fall vollständig 
erbracht werden, wo sämtliche Elemente der Matrizen M, und M, positiv sind. Dieser 
Fall ist hinlänglich allgemein, um an ihm die Grundgedanken des Beweises für beliebige 
M, und M, deutlich werden zu lassen. 

Nach Voraussetzung ist c;, = ca, + d,c;, > 0, ebenso ist Ak, = ka, + lc, + k, 
positiv und die hierin auftretenden Einzelglieder sind jedenfalls sämtlich nicht-negativ. 
Man kann nun ansetzen 


k,= _ k;, A = {k, },@+ {l, ha, C5 + k, mod (3, 


wobei {k,}, den kleinsten nicht-negativen Rest mod c, und {l,}, den kleinsten nicht- 
negativen Rest mod d, bezeichnen. Ist nämlich 


k,=ge + tk), mit {Ak}, = ko 
ı =gdd+ {dan 
so hat man wegen der Beziehung k,d, + gdi = I,c, + hei für die größten Ganzen sofort 


die Gleichheit 
Luc; kı Le I, su 8 
:-[2]-[2]- 
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In Hinblick auf die in den beiden Teilsummen aus (9. 10) durchzuführende Sum- 
mation werde nun für das Folgende die entscheidende Annahme gemacht, daß der 


Quotient kie: < 1 ist. Dies ist gleichbedeutend damit, daß die Ungleichung 
3 
g d, mE 1 h d, d, 7} 
9.11 —- s == 
a i I a I 7a #3 r 6 6 
esteht. 


Sollte diese Annahme nicht zutreffen, so hätte man von der dritten bzw. vierten 
der in (9. 6) gegebenen Darstellungen auszugehen und für die hierin auftretende fragliche 
Summe jeweils eine zu (9. 10) analoge Zerlegung in zwei Teilsummen vorzunehmen. 
Hierbei wäre dann in der Tat die (9. 11) entsprechende Ungleichung 


—|oa 


erfüllt. Die Forderung (9. 11) kann also ohne Einschränkung erhoben werden. 
Es sei nun 0 S — k* = he, — gdı <c, <.c,. Dann gestattet die erste der in (9. 10) 
auftretenden Teilsummen die Umformung (— k* +0) 
{Kyle, —k! \ kt \ — kt 
ı ı a c ı 
01) Zrleu)=zR (en a n)=-zRlen)— zu 
pol Cz p- 1 y-1 cı 6163 u=1 
kı\_% .k-k+ 
CıCz 2 2 


letzteres unter Beachtung von —kf =c, — kf, durch Summationstransformation aus 


zr(e .) -zp(a )+ z Bi „)=0, 


vl v1 n=c—kiotl 


sowie unter Berücksichtigung von P, F kr ) =P, (— a). Für — k* =0 dagegen ist 
1 1 
die Summe in (9. 12) leer, was im Endergebnis besonders zu beachten ist. 


Ist dagegen 0 < kf = gdi — hei < c,, so hat man {—k}}, = c,—k#, und es gilt 
ähnlich wie eben die Umformung 


(kp), 


0 Erlen) -Enle)nlee) 
are 
- neu) 2, 2443 F | — P, (Sikt)+ 0% kt 
Enten) ta) ee 


Man erkennt, daß die Umformung in (9.12) und (9.13) zu demselben Ergebnis 


* 
geführt hat, da der in (9. 12) fehlende dreigliedrige Ausdruck _; P, (# ) + 4 a 7 
1 1 


dort gleich O ist. 
Die zweite der in (9. 10) auftretenden Teilsummen gestattet schließlich die Um- 
formung 








in 


kc 
nc 


N: 


an 
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* 
(9. 14) F- P, (u) = xp, (eu %- cau+kı Ka 
3 


z 1 Ca cz z 


k, 
= z Pr, (@u)— : Zlon+kte)+4 
u=1 j Cglz „=1 
„#0 mode, 
u (d 1 
= Zr) Pl 


u=1 





=) + Ak 1 © ‚klkti) kik 
2 6 4 Cala 2 u 


Trägt man nunmehr die in (9. 12) bzw. (9. 143) und (9. 14) erhaltenen Summenwerte 
in (9. 10) ein, so ergibt sich durch einfache Ausrechnung der trivialen Glieder hierin, daß 
auf Grund der expliziten Formeln in (9. 6) die linke Seite der behaupteten Relation (9. 4) 
mit der rechten Seite in der Tat übereinstimmt. 


$ 10. Die Transformationsformel für die Funktionen o,,(?;) 
bei Modulsubstitutionen aus der Hauptkongruenzgruppe f-ter Stufe. 


1. Es sei M= ( ı) eine beliebige ganzzahlige unimodulare Matrix aus der Haupt- 


kongruenzgruppe f-ter Stufe T(f) mit der Determinante | M |= + 1. Dann gilt für die 
normierten Kleinschen o*-Teilwerte in (7.3) nach (7. 13), (7. 46), (9.4) die Transfor- 
mationsformel 


10.0, We) _ IF m(a{E) + — 28 PC +) ER 
7 WR u u; [mir ($) für c=0. 


Nach der allgemeinen Theorie sind die rechts stehenden komplexen Multiplikatoren 


an |esp [mi(zu(f) Leer a 22 Pd #) + *e)) für c+0, 
(10.2) on(M)= von (‘ .)= dans 
exp |miR, (?) o) für c=0 
(2f)-te Einheitswurzeln und im Fall eines ungeraden Teilungsgrades f sogar bereits f-te 
Einheitswurzeln. Es entsteht somit die Aufgabe, dieses Ergebnis auf Grund der gewonnenen 
expliziten Formel (10. 2) direkt festzustellen. 
2. Für den trivialen Fall ce = 0 ist diese Aussage evident, da definitionsgemäß 
R, (#) b=2 Ar — 1)b = n (g 7 ist und dabei voraussetzungsgemäß f |b gilt. Im 


nicht- WE I ai c #0 erfordert der entsprechende Nachweis eine kleine Rechnung. 
Auf den in (10. 2) auftretenden rationalen Exponenten kommt es offenbar mod * 2 
an. Man hat dann hierfür der Reihe nach die Umgestaltungen 


al) 2er) + 


c 
a+d— & d k 
= R.($) ; 22 (En) 


k 
+Zz-ıme 








en 


wenn k=|, Kljelrn k>0, 





er — pl SE Ei Fir mod* 2. 
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Trägt man hierin den expliziten Wert k = ga’ + hc’ ein, so erhält man endlich, was auch 
für k < 0 richtig ist, 


er ko 
R[e\° +7 = —22P(C) ko 


f En c c 
(25-7097) e—28-Fa—n«-1—($) «15 — 
(7) aNe+ Fan —Eb+ 70-71) 
= + (da) gh— Re) + Gr +ng+1)(e, Ha +1)—1 mod+ 2. 


Damit ergibt sich die aus der Theorie wohlbekannte, offenbar auch für ce = 0 gültige 
explizite Darstellung für die Multiplikatoren v,„(M) (Fricke [4], Klein-Fricke [9]) 


(10.3) umlM) = um ( ı) 


a-1l ce b d-] N u 
N „e / + +1) (07 +4 / + ). ger" b+(d a)gh--h?e) 


Hierdurch ist in Evidenz gesetzt, daß die Multiplikatoren (2f)-te Einheitswurzeln sind, 
und man liest hieraus genauer ab, daß es sich im Fall eines ungeraden Teilungsgrades f 
bereits um f-te Einheitswurzeln handelt. 


$ 11. Strahlklasseninvarianten mod fP, über einem reell-quadratischen Zahlkörper. 


1. Es sei @ ein reell-quadratischer Zahlkörper mit der Diskriminante d, >0, 
ferner f = fp, mit f #1 ein ganzer Divisor von @ und 2; der Zahlstrahl mod f in 9. 
Definitionsgemäß besteht @; aus allen denjenigen (zu f primen) Zahlen aus 2 mit posi- 
tiver Norm, deren Kongruenzwert mod f gleich 1 ist. Diese Zahlgruppe 2; bildet die Haupt- 
klasse einer Einteilung aller zu f primen Divisoren von @. Diese Hauptstrahlklasse mod 
besteht dann also aus allen (zu f primen) Hauptdivisoren (x) mit den Eigenschaften 


1 mod f 
+i1modp,’ 


& 
(11.1) 1% 
bei geeigneter Normierung von & unter Assoziierten, und die Divisorenklassen nach ihr 
bilden die Strahlklassen mod fp,- 


2. Es bezeichne f eine feste Strahlklasse mod fp,, die in der absoluten Klasse im 
engeren Sinne $+"' von ® enthalten ist. Es seien dann gewählt: 

in + ein beliebiger Vertreter c; 

in f ein ganzer Vertreter r, mit zugeordneter Zahl rc = o, die noch zu N(e) > 0 

normiert werden kann. 


Hierbei gilt o&0 mod*tcf, da die Bedingung (t,f)=1 besteht und f=++1 voraus- 
gesetzt ist. Es bezeichne ferner v(x) mod p, den zur Klasseneinteilung gehörigen Vor- 
zeichencharakter, explizit gegeben durch v(x) = sgn N(«) für Zahlen «x aus @. Dann ist 
die L-Funktion der Strahlklasse t mod fp, durch die für R(s) > 1 absolut-konvergente 
Dirichletsche Reihe 


11.2) Leld=Le|oad)= Re I* ne 
y= omodt*tcf 
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invariant definiert. Dabei deutet der Stern am Summenzeichen an, daß die Summation 
nur über ein volles System nicht durch (normpositive) Einheiten aus ®, assoziierter 
Zahlen y mit den angegebenen Eigenschaften zu erstrecken ist. 


Es sei nun 7, = 1 mod f die normpositive Grundeinheit von &,. Dann besteht für die 
L-Funktion der Strahlklasse f mod fp,, in (11. 2), unter Anwendung der in $6, Nr. 2 ein- 
geführten Bezeichnungsweise, die fundamentale invariante Integraldarstellung (Hecke [8], 
Meyer [15]) 


(11.3) Lis|)= 


[rl 
— Fie+1, Mo [ Du 1: nu dlog x. 


s+1\” Rıf)yds N(y(a))°t 
(5 -) (My 


Dabei bedeutet gemäß (6. 5) ö(c(x)) die Basisdeterminante desjenigen komplexen Moduls, 
der dem Vielfachenideal (c) des Divisors ce von 2 eindeutig zugeordnet ist. Diese Formel 
läßt sich so umgestalten, daß statt über die Zahlen einer Restklasse y= o mod* cf 
über alle Zahlen y = O0 mod*c (außer 0) summiert wird. Durch Einfügung einer ge- 
wissen (N(f) — 1)-gliedrigen Einheitswurzelsumme erhält man dann aus (11.3) auch 
(Meyer [15]) 





F(is+1) , Nee-1 ‚ 2mis(3) 
(14. 4) Ls|) = — re i e N 
| (= ) N) Vd. vmod+ c ’ 
2 r:=0 mod+ — 
„+0 ä 
| |öletay)I- ver) |ö(e(2) -yla): 
' c(z))|-ylz)’e Bu ’ z)) | y(z 
X — dlogx, 
| \y(2)= 0 mod+c(r) N (y(z))**! y(z)=0 mod#t c(x) N (y(z))**! ia 


worin nunmehr jeweils die Summation über alle von Null verschiedenen y(x) = O0 mod*+c(z) 
d.h. y = O mod* c zu erstrecken ist. 

Man führe nun eine Basis des Ideals (c) ein, dessen Determinante ö(c) > 0 ist. Bei 
dieser Normierung erhält man dann durch Anwendung des Poissonschen Summations- 
verfahrens für ein einzelnes Glied des Integranden in (11. 4) die Entwicklung (Meyer [15]) 








ö cu 
:  |ö(e(z))|- y(z)?e \ om) 1 | ö(c(x)) | (x)? 
11.5 a u ne a 
BEP N(y(z))*+! y(r)= 0 modtc<(x) N(ylz))°+t. 
= 2n 9) _ 4maxlria)) Ya) (mi _ MH) + Anigle(e) yıl2) 
Y2(2) ı Y2(2) | r.- ®* Y2(2) 
. 1 4 a ur ne 2ni (m +7) 1 4 Be ; > Pa 2nilm -7)"@) 
x log "9 mi — +0(s—1), 
dı(z) 11 (A ud” Znimr (a) 
m=1 
mit den Bezeichnungen (c) = 2). c(x) = | er) wobei der Basisquotient (x) = a 


einen positiven Imaginärteil hat. Ferner ist 
N nz N, Ng 
(dert Z Yy2(2) = T Yılz)+ 4 Yz(2) 


angesetzt, wo f das kleinste natürliche Vielfache von f und f, mit f,|f den größten 
natürlichen Teiler von f bedeuten. Es zeigt sich, daß der obige Ausdruck rechts logarith- 
misch nach x integrierbar ist. Die Ausführung der Integration liefert dann für die 
Funktion L(s |?) selbst in (11. 4) die folgende Grenzformel in nicht-invarianter, inhomo- 
gener Gestalt: 
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In n 21s(27") 

(11. 6) L(s |t) = ie 
Te 

v=:{0 mod+ — 


„=0 j 


m=0 m = 1 


n,(Mı u un PR. We n z=1N 
Re 7 Y U) re) alı BA fm (m Sär, na 4 u 2ri Fe (m 7) | | 


x 3] log ya(z) 
a Id eerimeen)® 


+06s—1), 


und hieraus erhält man sofort unter Beachtung von (7.3) die für beliebige Basen (7) 
des Ideals (c) gültige Grenzformel in invarianter, homogener Gestalt: ß 


2n y 2nis (27°) z-j m] 
4.n Lein= ] Pal c) +01). 
TR Rd yd, —. 3 dt 


c 
v0 mod+ — 
T 





log o* (v2 ri Mi 





+0 


Zwecks Vermeidung von Fallunterscheidungen und zur Erzielung einheitlicher 
Formeln sei von nun ab die normpositive Grundeinheit », von @, als total-positiv vor- 
ausgesetzt (für den anderen Fall vgl. Meyer [15]). Dann hängen in (11. 7) die Argument- 
werte für die obere und die untere Integrationsgrenze durch eine Modulsubstitution M 
der Determinante + 1 zusammen: 


en A) - we u(")). 
Ya (m): Y:(1) 
Die ganzzahligen Koeffizienten der Substitution M = ( ) bestimmen sich dabei aus 


der Matrizengleichung 


- Fi) - Yı N) (d 0 .)= ( ı) (r e 
Yan Yani Y y/\0 m ed) \y, » 
lab 
mit IM|=,,3, 7 N\m=+1 


und haben die expliziten Werte 


a5 ("yr 3), =, 


(11.8) ni 2 
Yayı Ni ıY2N\. 
e=5( ö(c) ): d=5( ö(e) ); 


dabei bedeutet das Zeichen 5 die Spurbildung in 2. 


Führt man statt des mit dem Ideal (c) = (7) gebildeten Moduls c(z) = er 
Y: Ya(2) 
9) 


irgendeinen zweigliedrigen, nur der Bedingung sgn = sgn ö(c) unterworfenen kom- 


plexen Modul w= (2) ein, so erhält man aus (11. 7) nunmehr die sogenannte implizite 
2 


Kroneckersche Grenzformel für die L-Funktion der Strahlklasse t mod fp, (Meyer [15]) 








Nas tm 8 


4 


M 
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In ‚ mis[at) 0. (42) 
(11.9) Lis | = x e eo 310g Ny, Ns 2 +0(s—1) 
“N eo A Du ae 
ö “ 
mit sgn = = sgn ö(ec); 


dabei ist, wie immer schon, abkürzend o* (* + Mo, = = (,n (2) gesetzt. 
2 D) 
Setzt man die Teilerfremdheitsbedingung (f, Vd,) = 1 voraus, was im folgenden 


geschehen soll, so entnimmt man der expliziten Darstellung (11. 8), daß M zu F (f) gehört. 


Der andere Fall (f, Vd,) + 1 ist lediglich arithmetisch, keineswegs jedoch funktionen- 
theoretisch gegenüber dem ersteren ausgezeichnet; hier gehört dann M einer gewissen 
Kongruenzobergruppe von f'(f) an (Meyer [15]). Im ersteren, weiter zu betrachtenden 
Fall ergibt sich dann nach (7.5) aus (11.9) schließlich die explizite Kroneckersche 
Grenzformel für die L-Funktion der Strahlklasse t mod fp, in einem reell-quadratischen 
Zahlkörper (Meyer [15]) 


(11.10) Lis|d= Eve sgn öl). Fall] 
2 vmod+« 
v.=0 mod+ —- 
n,\a+td , a+d 1 , un 
x (?.(22) e —2sgnc's, „‚(a,c) — Ge EB zsgn c+2sgnc-s(a, ) +0(s—1) 
2n N emis(27) 
= - sgn ö(c) e or 
Nif)yde ‚&. 
v=( mod+ — 
. | n,\ a - d—2 a En na; 0 'd Bin, n,;0 { 
alter En (en r)) 00H 


wobei sich die letztere Darstellung auf Grund der Reduktion (8. 11) der allgemeinen 
Dedekindschen Summen ergibt. Hierin haben die Koeffizienten der unimodularen Matrix 


M= (‘ 2 die in (11. 8) bezeichneten expliziten Werte. Dabei ist zu beachten, daß der 
Koeffizient c wirklich von Null verschieden ist, da die Strahleinheit n, eine echte reell- 
quadratische Irrationalität ist. 


Setzt man nun abkürzend 


*n v * ‘a b PER { nı a+d—2 it d ur 
a1) rel, ll), 28 Alca)+) 


i 1 
sowie auch, dem Auftreten dieser Größen in den arithmetischen Klassenzahlformeln 
entsprechend, 


(1.12) Yr@|)=%,, ( ı) m sen cc) Pa(”}) er @ _Isgne:s, „(a 9), 

so sind die beiden rationalzahligen Ausdrücke Y*7i(v|c), Yi(v|c) Strahlklasseninvarianten 
mod fp, der durch die Zahlrepräsentanten » vertretenen Strahlklassen mod fp,. Im 
einzelnen gilt: 


Journal für Mathematik. Bd. 108, Heft 3/4 26 





202 Meyer, Über einige Anwendungen Dedekindscher Summen. 


1. Der Wert Y*ji(»|c) hängt nur vom Ideal (c), nicht aber von einer speziellen 
Basis des Ideals ab. 


2. Der Wert Y*i(»|c) hängt nur von der Restklasse » mod* c ab. 
3. Es ist Y*7i(Av|Ac) = sgn N (A) - Y*ıf(v|c) für beliebige Multiplikatoren A + 0 
aus ®, so daß speziell gilt 
Y*ri(ev|c) = sgn N (e) - Y*li(v|c) 
für beliebige Einheiten e aus ®. 
4. Konjugierten Zahlen », »" und Divisoren c, c* von 2 ist derselbe Wert zugeordnet: 
Y*rrilvle) = Y*rilr|er). 
Diesen Invarianzeigenschaften der Zahlen Y*’i(»|c) tritt noch die folgende Ko- 
varianzeigenschaft zur Seite: 


5. Ersetzt man n, durch »f, so gilt yrıt(vle) = k-Y*ti(v|c), [und es ist also der 


Wert Y*7i(v|c) durch den Wert x gi (v|o) zu ersetzen. 


Diese Invarianz- und Kovarianzeigenschaften der Zahlen Y*"i(»|c), und ebenso 
natürlich auch der Zahlen Yfi(v|c), sind zufolge dem Auftreten in der Kroneckerschen 
Grenzformel (14.10) und nach der Herleitung dieser Grenzformel aus den invarianten 
Definitionsgleichungen (11.2) und (11.4) für die Klassenfunktion L(s|f) ohne weiteres 
klar. Man kann nun aber mit Hecke [8] auch die Aufgabe stellen, die genannten Eigen- 
schaften der elementar-arithmetischen Ausdrücke Y*}i(»|c) sowie Yri(v|c), ohne Be- 
rufung auf die funktionentheoretische Herleitung, an diesen Rechenausdrücken selbst 
nachzuweisen. Während dieser direkte Nachweis für die Invarianzeigenschaften 2, 3 und 4 
auf Grund der in die Formel eingehenden Definitionen beinahe auf der Hand liegt oder 
nur eine einfache Rechnung erfordert, sind die Eigenschaften 1 und 5 keineswegs un- 
mittelbar einsichtig. Vielmehr hat man hier die früher hergeleiteten arithmetischen 
Eigenschaften der allgemeinen Dedekindschen Summen, insbesondere das Reziprozitäts- 
gesetz für diese Summen und die Kompositionsregel für die Matrixfunktion ®},(M) beim 
Beweis heranzuziehen. 

3. Bei den direkten Beweisen der Regeln 1 und 5 kann man sich nun sehr kurz 
fassen, da sie in völlig analoger Weise zum Fall der Ringklassen in $ 6 erbracht werden. 

Der Nachweis für die unter 1 behauptete Basisinvarianz der Zahlen Y*7i(»|c) läuft 
darauf hinaus zu zeigen, daß, in der Bezeichnungsweise (11. 11), stets 


(11.13) Y*,(M=%Y*,(M) für M= AMA' mit |A|= +1 


N, N, 


gilt, wo A eine beliebige Matrix aus der weiteren Modulgruppe bezeichnet. Wie in $6 


genügt es, den Beweis für die beiden speziellen Erzeugenden 5 = ( ı) Die, ( % ) 


04 10 
der engeren Modulgruppe in der Rolle der unimodularen Matrix A zu führen. 
Es ist 
M- SMS- = Br b—atd—c 
c d—c 1 


Damit wird 


mu d—2 knun,;0 Ben ir 
va AD = sn (A) 28 Be n)+ Heer) 


„1 


u kn,n,;0 
= son 30) (R,() HC? 22 Aleu)+ ne) = v2. 
u=1 


Analog zeigt man, daß auch Y/; „(S-!MS) = Y/ „(M) ist. 


N,,Ng 








0 en un 
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Für die andere Erzeugende T ist die obige Behauptung gerade die Aussage der 
Reziprozitätsformel (7. 12) im Verein mit der Tatsache, daß die beiden Koeffizienten a 
und d der Matrix M nicht gleichzeitig negativ sein können, da ja, wie in $ 6 ausgeführt, 
S(M)=S(n)=a+d>3 gilt. 


Der Beweis für die Kovarianzregel 5 schließlich stützt sich, genau wie in $ 6, auf 


die Kompositionsregel für die Matrixfunktion ®},(M) sowie auf die eben genannte Tat- 


sache, daß a +d>3 ist. Er kann daher hier unterbleiben. 
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Über die zweidimensionale Verteilung der Primzahlen 
reell-quadratischer Zahlkörper in Restklassen*). 


Von Richard Schulz-Arenstorff in Mainz. 


Einleitung. 


Die Verteilung der rationalen Primzahlen in einer arithmetischen Progression läßt 
der Primzahlsatz von Page-Siegel-Walfisz!) übersehen: 

Es seien a und r natürliche Zahlen mit (a,r) = 1, und es bezeichne x(xz; a, r) die 
Anzahl der Primzahlen p mitp = r mod aundp < x. Dann gilt für x > 3 gleichmäßig in a 


1 du 


—e Vlog x 
= TER ); 


s(2;a,r) = 
falls a < log! x ist bei beliebigem, aber festem 1 > 1 (c sowie die O-Konstante hängen 
nur von / ab). 

In der nachfolgenden Arbeit werden wir nun einen entsprechenden Verteilungssatz 
in reell-quadratischen Zahlkörpern beweisen. Es sei hinzugefügt, daß eine Verallgemeine- 
rung des Ergebnisses auf beliebige total-reelle algebraische Zahlkörper endlichen Grades 
danach keine wesentlichen Schwierigkeiten bereiten würde. 

Betrachten wir also einen reell-quadratischen Zahlkörper K (Klassenzahl h, Grund- 
einheit &,). Unter einer Primzahl » von K verstehen wir eine Körperzahl, die als Haupt- 
ideal ein Primideal in X erzeugt. Als Analogon in X zu dem oben genannten Primzahlsatz 
behaupten wir dann den folgenden Satz: 

Es seien a ein ganzes Ideal und o eine ganze Zahl aus K mit (o,a) = 1, und es be- 
zeichne n(x, x'; a, 0) die Anzahl der total-positiven Primzahlen ® von K mit = omoda, 
w < x und w < x (wobei w' die Konjugierte zu w ist). Dann gilt für x >0,x >0 und 
xx Z3 gleichmäßig in a 

log xx’ f 
2hp(a) log & 


du 


a eV1og rr 
logtu + az’e ), 


(7.) a(z, x’; a, 0) = 


falls Na < log! xx’ ist bei beliebigem, aber festem 11 (c sowie die O-Konstante hängen 
nur von l und vom Körper K ab). 
Die Formel (x.) wurde für beliebige Moduln a von Rademacher bewiesen?) ®). Es 
wurde aber dabei offengelassen, ob und wie die O-Konstante von o und insbesondere von a 
*) Dissertation bei der Naturwissenschaftlichen Fakultät der Universität Mainz (D 77); Referent: Prof. 
Dr. H. Rohrbach. Herrn Prof. Dr. €. L. Siegel danke ich für seine Anregungen und Ratschläge bei der Abfassung 
dieser Arbeit. 


!) A. Walfisz, Zur additiven Zahlentheorie. 1I., Math. Zeitschr. 40 (1936), S. 598. 

?) H. Rademacher, Über die Anzahl der Primzahlen eines reell-quadratischen Zahlkörpers, deren Kon- 
jugierte unterhalb gegebener Grenzen liegen. Acta arithmetica 1 (1935), S. 67—77. 

®) H. Rademacher, On Prime Numbers of Real-Quadratie Fields in Reetangles. Transactions of the Amer. 
Math. Soc.39 (1936), S. 380-398. 
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abhängt. Die Frage nach einer gleichmäßig in a gültigen Fehlergliedabschätzung wird 
nämlich bei Rademacher — anders als bei uns — noch nicht gestellt. Schon vorher ist 
von Landau eine (x.) entsprechende Formel über die eindimensionale, nur nach der Norm 
der Primzahlen angeordnete Verteilung bewiesen worden*). Diese Verteilung kommt 
jedoch in unseren Betrachtungen nicht vor. Wir erwähnen aber, daß sich mit unseren 
Mitteln auch in diesem Falle beweisen läßt, daß die Fehlergliedabschätzung gleichmäßig 
in a gültig ist, falls die gleiche Einschränkung über die Kongruenzmoduln wie oben ge- 
macht wird. 

Zum Beweise unseres Satzes werden wir zuerst neue Ergebnisse über die Lage der 
Nullstellen der Heckeschen Zetafunktionen des Körpers K herleiten (Sätze 1 und 2) und 
sodann gewisse Summen und Integrale in geeigneter Weise auswerten, so daß sich alle 
Abschätzungen mit der erforderlichen Genauigkeit durchführen lassen. 

Im einzelnen gliedert sich die Arbeit wie folgt: 

In Teil 1 führen wir einige grundlegende Tatsachen über Idealgruppen in X auf, 
ferner bereits bekannte, für spätere Anwendungen benötigte Ergebnisse in Form von 
Hilfssätzen, die hier nur für reell-quadratische Zahlkörper formuliert werden. 

In Teil 2 bestimmen wir die benötigten nullstellenfreien Bereiche der Heckeschen 
Zetafunktionen. Dabei haben wir zu unterscheiden zwischen Zetafunktionen mit reellen 
und mit komplexen Größencharakteren. Im schwierigeren ersten Falle kommen wir zum 
Ziel (Satz 1) hauptsächlich unter Zuhilfenahme eines neueren Resultates von R. Brauer 
(Hilfssatz 1) und von Sätzen der Klassenkörpertheorie. Im zweiten Falle, den wir an- 
schließend behandeln, kommen wir zum Ergebnis (Satz 2) mit Hilfe eines passend modi- 
fizierten Verfahrens von Landau. 

Im Teil 3 wenden wir die gewonnenen Ergebnisse (Satz 3) an, um eine gewisse 
Summenfunktion (vgl. (6) und (7)) auszuwerten und die dabei auftretenden Integrale 
geeignet abzuschätzen. 

Im Teil 4 leisten wir schließlich den Übergang von der Summenfunktion zur Anzahl- 
funktion und vollenden den Beweis unseres Satzes. 

Weiterhin bezeichne K stets den reell-quadratischen Zahlkörper mit der Diskrimi- 
nante d, der Klassenzahl h und der Grundeinheit &,. Mit ®, ®, p werden durchweg Prim- 
zahlen, ideale Primzahlen, Primideale von X bezeichnet; mit a, b ganze Ideale. &’ bedeutet 
die Konjugierte zu der Zahl x in K, p(a) den Wert der Eulerschen Funktion und Na 
die Norm des Ideals a sowie Na = aa’ die Norm von a. Stets ist 0 <- ® <- z eine 
Abkürzung für die beiden Ungleichungen 0 <w<x2, 0 < w’ < x’ mit positiven x, x. 
Ebenso steht o -> 0 für o > 0 und eo’ > 0. Die Größe e bezeichnet nur im ersten Teil 
Einheiten von X, später dagegen eine kleine positive Zahl. Alle in den Abschätzungen 
auftretenden Konstanten sind positive Zahlen, die auch bei gleicher Bezeichnung ver- 
schieden sein dürfen. Eine Abhängigkeit von beliebig, aber fest eingeführten Größen 
(z.B. |, e, &,, . . .) wird nicht in die Bezeichnung aufgenommen. Die Konstanten dürfen 
von solchen Größen abhängen — nicht dagegen von a und o. 


1. Idealgruppen und Charaktere. Hilfssätze. 


Wir führen nach Hecke°) zum Körper K einen Bereich H idealer Zahlen „ ein und 
betrachten nach dem ganzen Modul (x) = a die Strahlklassengruppe mod a. Diese ist die 


4) E. Landau, Über Ideale und Primideale in Idealklassen. Math. Zeitschr. 2 (1918), S.52—1ö4, Satz 
LXXXTII. 

5) E. Hecke, Eine neue Art von Zetafunktionen und ihre Beziehungen zur Verteilung der Primzahlen. Math. 
Zeitschr. 6 (1920), S. 11—51. 
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Faktorgruppe H°/H} der Gruppe H° aller zu a primen Zahlen von H nach der Unter- 
gruppe H}, der Zahlen u aus K mit u = 1 mod a und u > 0. Ihre Ordnung ist Aho(a). 
Ist x einer der Charaktere der Strahlklassengruppe mod a und „ prim zu a, so sei 
unter x(z) der Wert von y für diejenige Klasse nach Hi verstanden, der z angehört. 
Sei n, die total-positive Grundeinheit mod a von X; d.h. n, = e/« und g, als natür- 
liche Zahl kleinstmöglich so bestimmt, daß n, >0 und n, =A moda gilt, so ist durch 


ni 
log Na 


A) u) %, - 
u 


ein Größencharakter mod a für den Bereich H erklärt®). 


Zwei Zahlen & und 3 aus H heißen mod a assoziiert, wenn ir Quotient eine Potenz 
von n, ist, d.h. wenna = nl, n ganz, gilt. 

Die Einheiten e von K zerfallen in 2q, Klassen mod a assoziierter Einheiten. Diese 
Klassen bilden eine Gruppe, und es ist x(e) - A”(e) ein Charakter dieser Gruppe für jedes 
ganze m’). Ist nun x(e) - A"(e) = 1 bei festem m für alle Einheiten e von K, so schreiben 
wir statt x(a)- A”(z) kürzer %m(z), und auch nur dann. Dies ist der Fall für gewisse 
Charaktere x der Strahlklassengruppe mod.a, nämlich x mit x(e) = A-”(e) für alle 
Einheiten e aus einem vollen System (e), von mod a nicht-assoziierten Einheiten. Es gibt 
genau Ahop(a)/2g, solche Charaktere x. Wir haben für jedes m’): 

(2) EZ x(e) Ar(e) = y falls x(z) A”(2) = Xm(u) 


(On 0 sonst. 


Da xm(e) = 1 ist für jede Einheit e von K, hat x„() denselben Wert für assoziierte u. 
Der Hauptcharakter unter den Größencharakteren x„ für Ideale wird für m = 0 mit 
dem Hauptcharakter der Gruppe der Klassencharaktere gebildet?); er werde mit 1 be- 
zeichnet, während die Ahp(a) Klassencharaktere mod a mit x mod a bezeichnet wer- 
den, unter denen die oben erklärten Ahp(a)/2g, Charaktere x, (Fall m=0) ein- 
schließlich des Hauptcharakters 1 vorkommen. 


Wir betrachten jetzt die Anzahl der Primzahlen ® = omoda im Rechteck 
0 <: ® <- x und bilden die Anzahlfunktion 


(8) x(2;,00= 2 1, (,0)=1,0>0 
= I a r 


als Funktion von x = (x, x’), wobei wir 0 -> 0 voraussetzen dürfen, da es in jeder Rest- 
klasse total-positive Zahlen gibt. Mit 


_ fi falls a=omoda, u -> 0 und (u) Primideal 
17 En E 


haben wir f(„) =0O(Nu‘) für c>0 und f(un,) = f(u) für jedes ganze u aus K. Wir 
erhalten daher aus einer Formel von Siegel, indem wir 


5) n(x; a, e) er, fu) = F(x, x’) 
und 2 


(6) fr, u’) dudu’ = G(x, x’) 


Sn 1 





ve. 
?) H. Rademacher, Zur additiven Primzahltheorie algebraischer Zahlkörper I. Hamburger Math. Abh. 3 
(1924), 5. 109— 163. 
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setzen®): 
Fo 2x +00 / gr\ina er (xx’)® Zu (s) , 
äh ide 2rilogm n E | f (s? + a? n?) ((s + 1)? + a? n?) er 
mit 
(&) Zu) = ZI |Nulm(E)" set, n>1 


(Aa 


und der Abkürzung a = . Wir brauchen an der zitierten Stelle nur e durch n,, 


n 
log n. 
x durch 0 und y durch x zu ersetzen. In (8) ist dann über ein System („), von mod a 
nicht-assoziierten ganzen Zahlen « aus K zu summieren. Die rechte Seite in (8) soll noch 
umgeformt werden; dazu definieren wir für ideale Zahlen 


1 a - a 
pri) = Ang (a) I j (0) x(u), falls («) Primideal 
0 sonst 


und erkennen, daß f*(z) höchstens für Körperzahlen 4 = u von Null verschieden ist 
und für diese nach (4) mit f(„) übereinstimmt. Wir dürfen in (8) daher f durch f* ersetzen 
und über ideale Zahlen summieren, wobei es wegen (4) genügt, sich auf total-positive 
Zahlen zu beschränken, so daß wir mit (1) erhalten 


I 5 yo) z4 


©) Ar(o) 
> 
Ah (a) xmoda (o)a ; 


Zu(s) = INo |, ’ er 


Nun können zwei mod a nicht-assoziierte Zahlen sehr wohl assoziiert im gewöhnlichen 
Sinne sein. Daher wird, wenn wir über ein System (») von im gewöhnlichen Sinne nicht- 
assoziierten idealen Primzahlen » summieren 
©) Ar (a ») Ar (ci 
nn EM, za we, 


| Na |® BE | No |® (e)a 


(w)c 
und mit (2) füro >1 


(9) Z.() = Z 20) & x.(0) | No |, 


ga 
2hy (a) x mod a (w) 
wo das n am ersten Summenzeichen darauf hinweist, daß nur über solche y mod.a zu 
summieren ist, für die y(e) A"(e) = 1 ist für alle Einheiten e von K. 
Die Anzahl solcher x ist Run. ds] mit q, = log na ; 
Qu : log € 
Aus (9) ersieht man, daß die Z,(s) mit den Logarithmen der Heckeschen Zeta- 
funktionen zusammenhängen. Letztere sind die mit den Größencharakteren x, für Ideale 
gebildeten L-Reihen des Körpers X, definiert durch?) 


(10) L(s, x.) = - %n(b) Nb= = II — xulp) Np)' 


für o >A, wobei b alle ganzen und p alle Primideale von X durchläuft. Die Charakter- 
werte x„(b) sind wie üblich definiert durch x„(b) = x„(ß), wenn $ eine das Ideal b 
repräsentierende ideale Zahl ist. 





8) ©. L. Siegel, Mittelwerte arithmetischer Funktionen in Zahlkörpern. Transactions of the Amer. Math. 
Soc.39 (1936), S. 221, Satz 2. 
9) Vgl. 5). 
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Wir führen jetzt einige später benötigte Hilfssätze auf: 
Hilfssatz 1. Bezeichnet r(k) = lim (s— 1) £,(s) das Residuum der Dedekindschen 
s—1 


Zetafunktion eines Körpers k, so gült 
logr(k) = o(log|D |), |D|> 


für jeden algebraischen Zahlkörper k mit der Diskriminante D von beliebigem, aber festem 
Absolutgrade n. 

Für den Beweis vgl.!°). 

Hilfssatz 2. Sei a ein ganzes Ideal von K, x nicht der Hauptcharakter mod a und 
L(s, x) die nach (10) mit dem Klassencharakter x gebildete Heckesche Zetafunktion. Dann gilt 


4 
— < 
log d2 Na so33, ||=1. 


Dies folgt unmittelbar aus einem Satz von Landau"). 


Hilfssatz 3. Für die mit dem Größencharakter xm mod a für Ideale nach (10) gebildete 
Heckesche Zetafunktion gilt 


Is — 1m) - L(s, m) |< CNa® (1 + |m et + [er 
für _. <So<A4Amite(x„) = 1 für den Hauptcharakter und e(x„) = O0 sonst. 


| L(s, x) | <log?d Na für 1— 


Aus einem Satz von Rademacher?) folgt nämlich wegen n, 2 e, und 
am st 2 

— < eh 

1+ rag + JSleH ler mg) 
<C(+|mje(1+]e)® 


am 
log 7. 


die behauptete gleichmäßige Abschätzung. 


2. Nullstellenfreie Bereiche für die Heckeschen Zetafunktionen. 


Durch Hecke ist bekannt, daß die in (10) definierten L(s, x.) für xn +1 ganze 
Funktionen sind und daß auch L(s, 4) mit Ausnahme des Poles erster Ordnung bei s = 1 
in der ganzen s-Ebene regulär ist. Es ist ferner L(s, 4.) #0 füro >1. 

Wir wählen ein positives e und ein hinreichend großes &. Da L(s,1) beis=1 
einen Pol hat, ist zunächst 

(14) L(s, 1) #0 für >1—£, |t|< 2“. 

Sei im folgenden x„ reell und nicht der Hauptcharakter, also y; =1, x, #1. 
Dann ist 4. = x ein quadratischer Klassencharakter mod a. 

Wir setzen zuerst x als eigentlich voraus. Der durch x erzeugten Untergruppe 
von der Ordnung 2 in der Charaktergruppe mod a ist dann die Untergruppe H? vom 
Index 2 in der Strahlklassengruppe mod a zugeordnet, die aus allen zu a primen „ mit 
x(#) = 1 besteht. Es ist y auch Charakter der Gruppe H'/H: von der Ordnung 2. Der 
Führer von H} ist a selbst. 

Die Idealgruppe H} definiert nun eindeutig einen algebraischen Zahlkörper X, vom 
Relativgrad 2 über X, nämlich den Klassenkörper zur Idealgruppe H? von K. 


10) R. Brauer, The £-Functions of Algebraice Number Fields. Amer. Journ. of Math. 6% (1947), S. 248, (16). 

11) E. Landau, Zur Theorie der Heckeschen Zetafunktionen, welche komplexen Charakteren entsprechen. 
Math. Zeitschr. 4 (1919), S. 158, Satz b. 

12) H. Rademacher, Zur additiven Primzahltheorie algebraischer Zahlkörper III, Math. Zeitschr. 27 (1927), 
Hilfssatz 15, S. 362—365. 
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Sei wieder £,(s) die Dedekindsche Zetafunktion des Körpers k, so ist auf Grund 
bekannter Sätze der Klassenkörpertheorie '?) 


(12) Ix,(s) = Culs)  Lis, 2), 
da L(s,1) = £,(s) ist für den eigentlichen Charakter y? = 1. 
Sei ferner D die Diskriminante von K,, so ist auch 
(13) |D|= d? Na 
bekannt ®). Wir wenden Hilfssatz 1 auf den Klassenkörper K, an, beachten (12) und (13) 
und erhalten, da y #1 ist, 
|logr(K,) | = |log fr(K) L(1, J} | <elog|D | 
für |D|>D,, e>0, oder 
log {r(K) L(d, 2) >1og | D |, Lit, > (ET, 
also 
(14) L(l, x) > «Na * für e>0. 
Für |D|=d?Na<D, erhalten wir L(1, x) >c, >2c,Na“*, daher gilt (14) für alle a 
und alle eigentlichen ymoda mit 2 =41, y +1. 


Ist jedoch x uneigentlich, so sei x* der durch x bestimmte eigentliche Charakter 
vom Führer f. Es ist f|a und 


Lil, = 1 (1 — x*(p) Np) L(A, x*). 


Mit x ist auch x* reell, also 


- -n _ Pla) 
‚a 2*) NP) Zn MY, - 


Für 0O<zxz<i ist nun 


log, = nn 7 zu Zr, 


n-ı R n orn+i” n-0 1—ı’ 


und mit x = Np!: 


1 1 
log Na — lo a) = Ylo < <sloglog Na+c-+ o(l), 
& 8 p(a) EI m 52,.np 1 = 8% (1) 


letzteres ist wohlbekannt. Hiernach gilt En < c, log Na und folglich wegen Nf < Na 
und (14) 
(15) 1a, 929 u, 29 > Ba > ce Na; 
denn für Z(1, x*) gilt (14) mit f statt a. 
Wir setzen weiterhin für positives & 
(16) Nas$£ 
voraus und fassen (14) und (15) unter der Bedingung (16) zusammen: 
(17) LA, 2) >eu&" füre>0, Zell, „#1: 


13) H. Hasse, Bericht über Klassenkörpertheorie. Jahresbericht d. Deutschen Math. Vereinigung 35 (1926), 
S. 33 bzw. 38. 


Journal für Mathematik. Bd. 198. Heft 8/4 27 
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Aus Hilfssatz 2 folgt für y; = 1, x, #1, da dann y, ein Klassencharakter y mod a ist, 
und wegen (16) 


1 


EL 
(18) | L(s, x) | < C log? € für 1 ut 


sos3, Jt|<1i. 


1 


Seir= 1—rso<S2, jal<5; dann gilt (18) im Kreise Is—s|sr; 


2clog& ’ 
folglich ist | L’(so, xn) | < 2cC log? & oder 
1 1 
1 1 . A er Pi 
(19) IL’ (s, xn) | < C’ log? & für 1 c log& so=2,|t|<z. 
ug eng 2 1 $ 
Für eins =, ti mt120, 21—t=>1— logE ’ E>M,und |t, |< £&, 


(e > 0) gilt dann wegen (17) und (19): 


1 PB. 
| Li, zo) | 2 L, a —| SL zn) ds| > c, 8 ?—C’ log? &-Y2 6 


> 0,8 (® — Cilog 8) >0, 
2 


also ist L(s, x) #0 füro >1—£*, |t| <&=, &> M,. Mit (11) erhalten wir 

Satz 1. Unter der Bedingung (16) und falls xy; = 1 ist, gilt L(s, x,) #0 füro >1—£"* 
t|<&,e>O0und&E>M.. 

Wir wählen jetzt ein festes e > 0 und zu&>M, ein T mit 


(20) lgT > & (E>M)), 
setzen die Gültigkeit von (16) voraus und nehmen an, daß 

(21) L(so %n) = 0 
ist für ein sg=0,+ ü, und n mit 

1 

(22) 1-,,rsast, |uls7T, |n|=sT 

und, falls x; = 1, außerdem |t, | 2 £ zutrifft. Es sei 
1 
(23) s-i4+ 7° o>3, 
(4) ge)=L’w+s,1)-Llu+ti+s, x) L(u+2i,+s, 2), 


1, falls m =1 
05) Lie m = (1 Lie, zu), e(zo) (0 falls zu +4 


(26) fs) = L*(u+ 5,1) LH u+i+s,2,) Lu +2, +5, A)- 


f(s) ist eine ganze Funktion, für die im Kreise |s | < 1 (dort ist 0 <u + o < 3 nach (23)) 
der Hilfssatz 3 gilt, danach ist mit (16), (20) und (22) 


(27) If) |< 7” für |s|<1 


und ein geeignetes m,, wobei m, nicht von c, abhängt. Es gilt ferner 


fs)=Ww—1+S)’ uw —1+u, +)" (u —1+2i, + sy) g(s), 








f 


f 


re | 
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also 
(28) f(0) = (u — 1)’ (u—1+ i) m (u —1 + 2ir,)) g(0), 
ae 4e(xn) e(x:) g' 
En ze =: Ba Te 2 a rn Ei a 


Nun ist für o >A und alle t 


L’ L' ! L’ u oh 
(30) RB) +4 L (+ it, u) + L (ao + 2i, „'<0 


und 
(31) | Z’(o, 1) L’(o + ü, x) L(o + 2ü, g)| 21, 
LE) \l 
was leicht aus L(s, x.) = exp [z 5 ) | und der bekannten Cosinus-Ungleichung 
v I=1 J 


folgt. Daher ist nach (24) wegen u >1 
|g(0) |>1 und Re | o}<0 
und nach (28) und (23) 


(32) | /(0) | > (u — 1)? = (log T)-® > (c, T)-#; 
ferner wird im Falle e(x,) = 1 bzw. e(x}) = 1 nach (22) und (20) 
1 3 
|to | 28" > 


log T” clog T’ 
und nach (29) somit 


f _4w—1) ed 
ne S Eng T+ at wer n 

4 ı 
33 <3clog T+ «log T wre 22 Jog? 
(33) DURET TA (ir ad nr Fir andig Tr) 


Sc, log 7 (3+ a + 77) < : “log T. 


Aus (27) und (32) folgt für |s | <1 
(34) | Ba <cT"+’—=e" mit M=8logce, + (m, + 8) log T. 


Damit sind alle Voraussetzungen eines Satzes von Landau%) erfüllt: f(s) ist regulär nach 
(26) und erfüllt (34) in |s|<r=1; f(s) #0 für o>0 wegen u >1 und (26); für 
e=%— u ist f(o) = 0 nach (21), (25) und (26) von mindestens vierter Ordnung, also 


hu Z 4. Dabei ist — 5 so<0;denn eisttr=if1, 


r 1 1 3 
.-Zz=it nr 72723% 
wegen 
L 
r < 
1 gr si 


nach (22) für hinreichend großes T, und 9, — u <0 wegen u >1. 


14) E. Landau, Über die Wurzeln der Zetafunktionen. Math. Zeitschr. 20 (1924), S. 99—100, $ 1. 
27* 
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Nach Landau) folgt für M=B8log,+ (m, +8)lg T, o=n,—u, r=1, 
u Z>4: 


0<4AM-+ . 


uU— 0, 


ho 


O9 7 + 


z + Re v (0)} < 32108, + Alma + 8)log T + i c,log T — 


wobei wir (33) benutzt haben, oder 


e 4 
07 32 10g c, + (Almo + 8) + 3,506) log T ’ 

s n 
“<i+ legt 


Slogc, + (mo + 8+ : co) logT 


Hz 1 er 1 
5 | : Bi, u, 8, 7? \aßer 
73 


log T & ni Co we“ 
also 
(35) o<1— i 4>3 
clogT ’ R 


da m, nicht von c, abhängt, und somit sicher 


8 lg. , m, 8 7 15 
log T © Tata ru 
für hinreichend großes c, zutrifft. 
1 1 


Es ist 1 — „>41 — € nach (20), und da für jede Nullstelle 


’ > 1 De 
c, log 7 log 7 
s, von L(s, %n) mit der Eigenschaft (22) wie eben gezeigt (35) gilt, bekommen wir zu- 
sammen mit Satz 1, (22) und (25): 


Satz 2. Es ist L*(s, 4.) #0 für |In|<T,o 21 und |t|<T, falls 


albgr 
(16) und (20) erfüllt sind. 
N MEER. , ar / De 1 . 2. 
Si s =2+i, |u|<YT<T—2 und R=1+ clogT ’ dann ist für 


In| = VT auf Grund von Satz 2 und (25) die mit dem Hauptwert des Logarithmus 
gebildete Funktion Log L*(s, 4.) im Kreise |s—s, |< R regulär. Dort gilt ferner 


(36) Ne {Log L*(s, zn)} = log | L*(s, 4.) | < m, log T= M 
nach Hilfssatz 3, (16) und (20) für ein geeignetes m,. Wegen 


© a I 
Log L*(s1, 70) |< | Log + in) |+ 2 (a) +C 
p 








1 Np 
v 2:4 . 
sc+leelt+lu)+ 227 NP" 
fi} 
<sC,+logT 
1 ’ 
’ 2. un N 15 . . 
folgt fürr=1 + 36, log T < R nach einem Satz von Landau!°) mittels (36): 
1 
’ e 2(1+3,.057) 
(37) |LogL*(s, „)|<C,;+logT + 1 (m,logT+C,-+logT) 


6c,logT 
s 12c, (m, +4) log T + (12c, C, +Am, +5)log T+5C, 
<ClgT für |s—s|<r. 


'5), E. Landau, Vorlesungen über Zahlentheorie 1 (1927), Satz 225, S. 192. 





F: 
si 


ve 


gi 


W 


fü 


ur 


be 


so 
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Damit ist gezeigt, indem 3c, = c gesetzt wird: 

Satz 3. Die mit dem Hauptwert des Logarithmus gebildete, durch (10) und (25) erklärte 
Funktion Log L*(s, xn) ist regulär für o >1 und, falls |n | <YT, (16) und (20) erfüllt 
sind, sogar auch im Bereich 


<< 

8 A dee in € < 
(38) 1 ==> t|syY7T, 
wo dann die Abschätzung 


(39) Log L*(s, .)| <C log T 





gilt. 


3. Integralabschätzungen. 


Aus (10) folgt für o >1 





EC 1 m ı 
(40) LogLis, zu) = 227 (u) = Erulo) Np- + Abs, zu). 


I\Np: 
Wegen 
ö = 1 Xn(P) I -.- , 4 1 4 u Np 20, 
32 I | Np® . = Np? 1 — Np - 27141 — 23 
1 5 2m _ &x(20,) 
ei — ENb *"< — 
Dt ande 2—y2 
füro 20, > . ist für alle n 
(41) | R(s, x) | <C und R(s, x.) regulär für o > z- 
Wir erhalten aus (40) durch Einsetzen in (9) 
Ga E . 
Zn er s L Aa »/n } 
= dla) (e) {Log L(s, Xu) — R(s, zn)} 
_ Jogma ® 2h-ol(a) 4 A ; un 
und, da q, = .„ Zi= ‚ durch Einsetzen in (7) mittels (25) 
log €Eo zmoda Ga 
a 1 "f XLog(s—1) 
mA nn I | Farm ram 
mit o, >1 und 
X =" Xs {Log L*(s, 2) — R(s, zu)} 
+ 4 
(43) |Q(X) | : Irlgm ne [ (s? + a®?n2) ((s + 1)? + a®n®) ds , 
wobei wir die Abkürzungen 
f uw 7 
(44) Zu 22, = r 


benutzt haben. Setzen wir noch 

(45) Log L*(s, xn) — R(s, %n) = H(s, xn), 
so gilt nach (41) auch für H(s, x„) der Satz 3. 

Im folgenden sei stets (16) vorausgesetzt. 


Wir verfügen nunmehr über das bei (16) eingeführte & sowie über T: 


(46) Ee=lo@ X, 124; T=eVex 
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und erfüllen hiermit für e = 3 die Bedingung (20), falls X > X,(l). Indem wir noch 


21 
a=-1+z, su /Todez, 
che ° A 2c log X 


einführen, erhalten wir für |n |< r und X > X, durch Abänderung des Integrations- 
weges nach Satz 3 die Abschätzung 


ri 








X® H(s, X.) 
1/0) |= vertan 
s?+ a?n?) ((s+1)?-+ a?n? 
(48) 0, io A ) | 
6, +ir o+ir gti 
ZIVRESEN ABS EN EEE Eee 
o 0,+ir otir 
in leicht verständlicher Schreibweise. Es wird nach (39), (41), (45) 


mt di 
< . 
I, <C X" log“ r[ (0, + 2 + a®n?|-|(o, +1+ u) + aen?| 





dt 
+ |t—an |)? (0, + |t+ an) 





<C,X"lo zul 
— 1 5 j (0, 


(49) lan | © 
C,X“ log! T A Pe 
rm arte 
C,X” log X f dv’ — 1 Yion x N 
< e. 2 A: 1 . 2 
"A+tlane ") are” ne 8Ä" Ffan|je 
und ähnlich (immer für X > X,) 
09-0] 





I, <C X"log: T- — 
Be 08 (o, + r+ |an|)?-(o, + | r—| an ||)? 


(50) 1 1 
—logX —1gX —-2 Vıog N 
<C,Xe? log X 7? <sC,XlogX-e" 
Da ferner nach (47) 
D = s41/ xn(p) \ 
| Log L(o, + it, x) | =. 227 (ee) 
.. 4 4 » 
(51) ana Ta) = Ing Cu(o0 
C 
< . 
Sl 4 <slogC-X 


gilt, wird mit u, =1 fürn = 0 undd,=0 fürn #0, und (45), (25) und (41) 


1+% lg a —i+ü)]| 


Fii—an (+ it“ 





} 
I,=zC X"”"lo x | 
3 g (0% 


(52) je 
< 0% er“ Do u ge 
<(C,X"logX-r ! (1 + |t— | an ||)? 


Ligx - 2ViogX 


<(,XlogX-e* - 


ähnlich wie bei (49). 
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Wir fassen (48), (49), (50) und (52) zusammen: 


„nz Vios X 1 
(53) | In) | < CX logX 1& PR nah. " 
= (3 + lan |)? 
gültig für |In|<r, X>X,. 
Für |n| > erhalten wir mit (45), (25), (41) und (51) ohne Verlegung des Integra- 
tionsweges ähnlich wie bei (49): 





dt 
ii 0% . » 
(54) PEN ENRER er (oo +1+ ü?+ a®’n?| 
0 
PT SER ER EREEE URL 7 2 SEITE BR 
A u. ” m 
da aus (44), (16), (46) und der Definition von n, 
a’ m = log’ n, < c,9; log? &, <S c,p(a)’ < c,Na’ < c, log?’ X 


folgt. Nach (48) und (45) folgt hiermit aus (43), (53) und (54) 


X [r] © 
x)|< I 11 
RS, Zw I+, EN) 
we: og X Auux-eVinı 
<CX’log X - [log X e Er le 
+ CX?log’*'X- zn 


en N 
< 62° log?'*' X» ee + Ph X (1-4 Viog x )\ 


also 

(55) OR) | SC, Xen Vier 
für X > X,; während für 2 < X < X, direkt aus (43) ähnlich wie bei (52) und (54) 
wegen (25), (41), (47) und (51) folgt: 


” C,+logC;-X + 6. |log(n —1+ i)| 
IAMISEER Ef "at tzanjf-ia tra 


a 0 1 4 + 3,|log| X" +ull 
< 140 
C,X''*]JogX- 2 ol + lan, (o,+ |t— | an ||)? dt 
= 446, log2: 
ni 14 o . ven yr 


<(C,X't*]log’X a” 


- 1 Biere - 
- ViogX » (\ 5; Vıog x ), em Rs ? logt+? X 


<(,X?e 
< 6 XK?eäi Viog X i 


so daß (55) für alle X 22 gilt. 
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Wegen (55) bekommen wir daher aus (42) 


0% +im 


x —1 f XtLog(s 
2hy(a) log e, 2ni J s(s+ N: 


Og 1m 


(56) Giz, x) = 


für alle X = ar Z2unds,=1+ - nach (47). 


4. Approximation der Anzahlfunktion. 


Für 0 <ö<x,0 <ö’ < x bekommen wir 


U) 4 O(X?e-"V® X) 


AG(z, x) = G(xz + 6,2 + 6) — G(x + ö, 2) — G(x, x’ +6) +G(z, x’) 


57 x +0 +6 
0 = f J F (u, u’) dudu' 


4 


nach (6). Wir setzen noch 


re’ +0’ c+ö 


I(6, ö') = a f [rw u') dudu’ — F(x, x) 





(58) 
1 ‚ ‚ 
u: AG(x, x) — F(x, x‘), 
(59) D(6,8)= 1, AH(a,2)— © ,H@,y) 
Pe i öö’ q oyoay' , 2) 
- (zx’)»+! Log (s — 1) 
H (x, x') af s?(s + 1)? ds 
(60) u 
_—i [ X’ Log (s—1) (a 
= pn J s?(s + 1)? ds, == 1 + 
& V!og X 2 Viog X 1 
„BR 4 e— ı 4 Zn . 
(61) ö= ıxe ‚„‚G=re az 2hy(a) log &, ’ 


und erhalten mit (56) und (57) wegen X = xx’ und (60) 


A] I 0? f I 1 1; 
F(x, 2) —y ya a Wlan — Fir, ) — 55 AG(z, x) + 
1 


- 7/5 
(62) _ | _ 78,8) + pr AG(z, x) — Zr AH (x, x) + yD(6, ö) 


<|1(8,8)|+Y|D(,8) | + 5%  Ke VEE 


< CXe e Vıiog A 


falls nur die Abschätzungen zutreffen: 
(63) 1108, 89)| sCXe"t, 
(64) | D(8, 8) |< CXeV®*, 





1 j 0? r 
AH (z, x) + r 86’ AH(z, u — Y ya y) kn. r') | 


n AG (x,x) 
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Wir zeigen zuerst die Gültigkeit von (63): 


Nach (3), (4) und (5) ist F(z, x’) positiv und monoton wachsend mit jeder der beiden 
Variabeln x, x’. Daher folgt aus (58) 


0<I(8,8) <Flx +6, + 6) — F(x, x), 
also mit (5) und (4) 
I76,5)|s 2 fwW+ 2. fı)+ zz fu 


(65) zSu<z+ö z<Su<ıe+ö 
0O<u'<z' x <u'<re’+ö' x Ssu'<z'+ö' 


<C {d2’ + (ze)! + 28’ + (za’)! + 86° + (ae’)}}; 


denn es ist z. B. mit einer total-positiven Einheit n = n} > 0 


zz Mas z i= zZ 1i- zZ 1 
z<u<re+ö z<u<z+ö an<Sun<zn+tön anSu*<aentön 
0<u'<r 0<u'<z 0O<un'<zen 0<ur<zrn 


<SÖönan +Cl(ön+en) sör +C(an+ en) 
< dx’ + C" (ze)! 
‚\ıl ’ 4 

für passendes n, da sich stets ein n mit (2 ) Ssyh<n E zu gegebenen x, x’ finden 
läßt. Wir haben dabei berücksichtigt, daß die ganzen Zahlen u bzw. u* aus K ein Punkt- 
gitter bilden und daß daher ihre Anzahl in einem Rechteck gleich einem Vielfachen 
seines Flächeninhaltes ist mit einem Fehler, der höchstens von der Größenordnung der 
Länge des Randes ist. Aus (65) und (61) folgt nun sofort (63). 


Weiter zum Beweis von (64): Da die drei Integrale 


2+io 2+io 2+io 
(z2’)*+! Log(s—1) x x2'*+! Log(s — 1) (z2’)’ Log(s—1) 
f s?(s + 1)? "; ME . 5: | Vu “ | g en 


mit für o >1 und alle z,x2’ >0 regulären Integranden ersichtlich gleichmäßig für 
0<z,x' Ss M < oo konvergieren, folgt aus (60) 


2+io 
0? ’ _ —1 [ (a2) Log(s—1) R 

Ne u ] 2 ds, ar 22. 

Ferner liefert die Def. (57) des Operators A angewandt auf H (x, x’) nach (60), (59) und (66) 
n_—1 K(z;s) Log(s—1) 

m) u uch Zum 2ri f s?(s +1)? ” 
mit 

(68) K(x;s) = 2 Alzz’')»+? — (s + 1)? (ze’)*. 


Nach (57) gilt 
Alzz’)*+! = (x - ö)s+1 {(z’ + ö'ys+1 RER ZH) — gs+1 {(z’ + ö'ye+ı nn z'+1) 
= {(z + ö)et2 — zerl} + ((2’ + Ser — zer) 
z+6ö' z+Öö 


=(s+ 1) wdu -(s+ 1) f wedu' = (s + 1)? f f (uu’)' dudu', 


x 


Journal für Mathematik. Bd. 198. Heft 3/4. 28 
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folglich mit (68) und (61) für beliebiges s=o + ü 
z’+6' 2+ö 


(uu')’ dudu' — (xx')® 


1 
|Ka;)|=|s+1P- FF 
x’ +6’ +6 


f {(uu')® — (2x')*} dudu' 


z 


1 
en BT er 
=|s+1]| ra 


<|s+41]- Max |(uw) — (ze) |<|s+1]|®- Max sfe-d, 


zsuse+ö z<su<se+töd ar 
x <su'se+ö' x su sr +6 


also für 1<o<3 
<|s+1]’-|s|- Max {(uu’)’-' (uu' — xx)}, 
zsuse+ö 
x su'sr'+bö' 


bzw. auch für 0 <o<3 


<|s+1]-|s|-C- (ze) (a +8) (2 +8) — ar}, 
<C-|s|-|s +41] (ar) (26° + 88’ + 86°), 





folglich 
& — 2 Viog X 
(69) |Kla;s)|<C,-|s|-|s +1 ]-(ze)e ° ‚0<o<3. 
Man liest hierunter auch leicht ab, daß für 0 <o <3 und zr’ >22 
(70) |K(a;s)|<C|s+1]’(zr’) 
gilt; sowie aus (68), daß K(x;s) sine ganze Funktion von s ist. Aus (67) folgt, durch 


Änderung der Contour nach dem Cauchyschen Integralsatz, also mit „—=A + 5 <2 


X 
J-i 0-4 042 J+2i a v. N 
on x;s) Log(s— 
2m 20,9) =| [+f+J[*+ + [ Form ah 
I-io 1-2 s„-i +2 J}+2i 
oder 
(74) —2r#iD6,9)=- +++ +Js 


denn es verschwinden die Integrale über die im Unendlichen gelegenen horizontalen 
Strecken der Länge ! < 2, da nach (70) der Integrand im Nenner von 2. Ordnung in t 
bleibt bei festem xx’. Nun ist wegen (70) für X >2 


(72) EA Tg Hr Fra 
t? 
und ebenso 
(73) | IS|=sC,X. 


Ferner wird mit (69) und 9-1 + x 


er s Viog x 


(74) IA|<CX"e 


 Itog @—1 + 20) [do 


en log X — 5 V log x 


<C,Xet < C,Ke Vix 








un 


un 


(6 


sc 


(7 
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und ebenso 
(75) BAT aa 
und 
_ _ Viog x a 4 R 
IA |SCXre ® [wel +)|« 
(76) WE 
< C,Xei lgX -, Vılog X eg x 
<C,Xe-"Vinx, 


wobei diese Abschätzungen zunächst nur für X > X, gelten, nachträglich aber auch für 
X > 3, wie man erkennt. Mit (71) bis (76) ist nun (64) ebenfalls gezeigt, so daß wir aus 
(62) und (66) auf 
2+io 
1 — 1 8 u ds -c' Vlog X 
2hyp(a)loge, 2ri f ln s? Tann ) 


—ı0 


(77) F(z,x') = 


schließen dürfen, falls X >3. 
Zur Auswertung des hier auftretenden Integrals verschieben wir die Contour zur 


Abszisse x = Ber wobei O0 <a <A für X > 3 ist. Dabei haben wir dem Verzweigungs- 
punkt s = 1 von Log (s— 1) durch einen Hakenweg auszuweichen, den wir an die beiden 
Ufer der von 1 nach — oo längs der reellen Achse aufgeschnittenen s-Ebene heranziehen, 
jedoch so, daß der Punkt s = 1 selbst auf einem kleinen Kreis von Radius e > (0 um- 
gangen wird. Zur Rechtfertigung dieser Verschiebung sei nur bemerkt, daß ersichtlich 
die Integrale über die im Unendlichen gelegenen horizo: talen Wegstücke verschwinden. 
Wegen X*=2, X >3ist nun as ne, = const. A und 


ati + 3 © 
ds \ di 
8 vn a BE we ... ... 
[ x16 1) <2 | |Log(« + se] +4 | 
(78) x io —o®© N . 3 
<Car+C,[10g215 <Clog X. 
3 


Ferner wird für Oo <e<i 


Ce 


(1 — e)? «> 


(79) f X® Log (s — 1) T < Zi log — 


Is—1] 


ab -1)% 
Zur Berechnung des noch verbleibenden Schleifenintegrals beachten wir, daß für o <1 


log (1 — 0) + in am oberen Ufer der reellen Achse 


Log ( — 1) = u (1 — 0) — in am unteren Ufer der reellen Achse 


gilt, so daß wir erhalten 


1-8 


ii i Be ds _ „do 
(80) ni J X: Log (s — 1) 5: + gi Klo) -| X -t 
hun un Um r - ) de fer . 


28* 
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also, die letzten Überlegungen zusammenfassend, mit (78) bis (80) und der Substitution 
X =u,X2>3 


2+io 


X 
—1 a ds _ du 
(81) cz f X: Log (s — 1) a. log X f log 3u + O(log? X). 


Da im vorangehenden stets die Gültigkeit von (16) vorausgesetzt und £ durch (46) be- 
stimmt war, folgt aus (77) und (81) 


a 
log X du 


ii: io En u —e Vlog x 
Fa)“ aut ge J Tagan tie ) 
2 


gleichmäßig in a für Na slo®X, X 23,121. 


Abschließend folgt hieraus mit (3) und (5) und X = zz’ der in der Einleitung an- 
gekündigte Satz. 
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Seite 36, Zeile 2 von unten: statt A| F log "In log h/,. ,“ lies „| Z log 1,)[n log h/,, 
v-1 v„-1 ie 
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